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我们都知道，代数运算一般

有4种：加、减、乘、除。但是，

你知道吗？代数又被称为“具有

7种运算的算术”，这是因为，除

了以上4种运算外，还有乘方及其

两种逆运算。

下面，我们就来说一下乘方运算，我们把它称为“第五种运算”。

需要说明的是，这一运算也是从实际生活中应运而生的。而且，在我

们的日常生活中经常会用到它。回想一下，在计算面积、体积的时候，我

们经常要用到二次方或者三次方。此外，在物理学中，万有引力、电磁作

用以及声、光的强弱，都跟距离有关：强度大小与距离的二次方成反比；

在太阳系中，行星围绕太阳转动的周期的二次方与它和太阳之间间距的三

次方成正比，卫星围绕行星转动时也是如此。

上面提到了二次方和三次方，在实际生活中，我们有可能还会遇到更

高次的乘方。比如说，工程师在计算材料强度的时候，经常会用到四次

方；计算蒸汽管的直径用到的则是六次方。

在研究水流对石头的冲击力量时，也要用到六次方。假设一条河的水

流速度是另一条河的4倍，那么，水流速度快的河流对河床上石头的冲击

力就是水流速度慢的河流的 64 4096= 倍。在本系列丛书中《趣味力学》

第五种运
算—乘方
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chapter 9中，对这一问题有详细的说明。

在研究灯泡钨丝的亮度与温度的关系时，我们会遇到更高次的乘

方运算。这里有一个公式，当物体在白热状态时，总亮度增加的倍数

是绝对温度（即从－273℃起算的温度）增加倍数的12次方倍；而赤热

状态时，这一倍数高达30次方。例如，如果物体的绝对温度从2000K升

高到4000K，即温度增加为原来的2倍，那么它的亮度就增加为原来的

122 4096= 倍。在后面的章节中我们会讲到，这一理论在灯泡的制造中具

有重要意义。

在天文学中，第五种运算的

应用是最为广泛的。在研究宇宙

的过程中，经常要用到非常巨大

的数，即天文数字——它们只有

一两位有效数字，后面跟着一长

串0。按照普通的记数方法，天文数字的书写和运算都极不方便。以地球

到仙女座星云的距离为例，如果用普通的方法来写，即

95000000000000000000 千米

这个数的单位是“千米”，而在天文计算中，经常需要换算成厘米，

这就需要在上面的数后面再加5个0，即

9500000000000000000000000

这个数已经很大了，但恒星的质量比这个数还要大得多。例如，用克

乘方带来
的便利
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来表示太阳的质量就是下面这个数：

1 983 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000

很显然，如果用这种记数方法来进行运算，非常容易弄错后面0的个

数。更何况，有时候遇到的数比这还要大得多。

此时，第五种运算就显示出了优越性。我们知道，对于1后面跟着一

些0的数，通常用10的若干次方来表示，如：

10＝101，100＝102，1000＝103，10000＝104 ，…

按照这种方式，前面提到的两个数就可以用下面的形式表示：

9500000000000000000000000＝95×1023

1983000000000000000000000000000000＝1983×1030

这样，在进行计算的时候，不仅方便书写，而且运算起来也非常容

易。比如说，要想用这两个数进行乘法运算，就可以写成下面的式子：

（ 23 30 23 30 5395 10 1983 10 95 1983 10 188385 10+× × × = × × = ×（）（） ）×（23 30 23 30 5395 10 1983 10 95 1983 10 188385 10+× × × = × × = ×（）（） ）＝23 30 23 30 5395 10 1983 10 95 1983 10 188385 10+× × × = × × = ×（）（） 23 30 23 30 5395 10 1983 10 95 1983 10 188385 10+× × × = × × = ×（）（） （ ）

如果不运用乘方运算，那么这两个数相乘得到的数后面会有53个0！

这样不但书写起来非常麻烦，而且可能会漏写0而发生错误。

下面再来举一个例子，通过

这个例子，我们可以对乘方在

“天文数字”运算中的作用有更

深刻的认识。比如，计算一下地

球的质量相当于它周围空气质量

地球质量是
空气质量的

几倍
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的多少倍。

首先，地球表面每平方厘米所受到的空气压力大约是1千克，即地球

表面每平方厘米支撑的空气柱的质量约等于1千克。这样的话，就可以把

地球周围的空气看成是由很多个这样的空气柱组成的。只要算出地球的表

面积，就可以知道一共有多少个这样的空气柱，从而得到地球周围空气的

总质量。通过查阅资料，可以很容易得到，地球的表面积大约是51000万

平方千米，即 751 10× 平方千米。

我们知道，1千米等于1000米，而1米等于100厘米，也就是说，1千米

等于 510 厘米；那么，1平方千米就等于（105）2＝1010平方厘米。由此，我

们可以得到地球的表面积为

7 10 1751 10 10 51 10× × = × （平方厘米）

这个数值就是地球周围空气的质量，单位是千克，如果换算成吨，就

是 17 3 1451 10 10 51 10× ÷ = × 吨，而地球的质量约为 216 10× 吨。那么，它们

两个的比值就是

21 14 66 10 51 10 10× ÷ × ≈

也就是说，地球的质量是它周围空气质量的一百万倍。换言之，地球

周围的空气质量只有地球质量的百万分之一。
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我们知道，木头或者煤炭只

能在比较高的温度下才能燃烧，

化学家告诉我们，这是因为碳元

素跟氧元素发生了化合反应。其

实，这种化合反应在任何温度下

都能进行，只不过常温下反应速度比较慢而已，以至于我们几乎观察不

到。化学反应定律是这么说的：温度每降低10℃，反应速度就会减缓 1
2。

根据这一定律，我们可以对木头与氧气发生化合反应的过程进行研

究。我们假设当火焰的温度为600℃时，烧掉1克的木头需要花费1秒钟。

那么，当温度为20℃的时候，烧掉同样重量的木头需要多少秒呢？

此处温度从600℃降到20℃，下降了580℃，也就是下降了10℃的58

倍，所以，反应速度就是原来的（1
2）58，也就是说，烧掉这1克木头需要

582 秒。

这段时间到底有多长呢？其实，不用真的把这个数计算出来，我们可

以粗略估算一下。我们知道

10 32 =1024 10≈

所以

58 60 2 60 2 60 10 6 181 1 12 2 2 2 2 (2 ) 10
4 4 4

−= = ÷ = × = × = ×≈

而一年的时间大概是3000万秒，也就是 73 10× 秒，所以

没有火焰
和热也可
以燃烧
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18 7 11 101 110 (3 10 ) 10 10
4 12
× ÷ × = × ≈ （秒）

即100亿年！也就是说，在20℃的温度下，要烧掉1克的木头需要的时

间大概是100亿年。

这么慢的反应速度，难怪我们感觉不到。但是，如果采用取火工具，

则可以把这个缓慢的过程加快上万倍，甚至更多。

【 题 目 】 假 设 我 们 在

讨论天气的时候，只用有没

有云来区分，也就是说，只

分为晴天和阴天两种情况。

那么，你认为会在多长时间

内，天气变化情况完全不重复？

粗略估计一下，这个值应该并不大，最多经过两个月，所有

的晴天和阴天的组合应该都有了，在后面的时间里，这些组合中

总有一个会重复出现。

但是，真的是这样的吗？下面，我们就借助第五种数学运算

来计算一下，看在这种分类方法下，究竟有多少种不同组合。

【解答】首先，在一个星期内有多少种不同的阴晴组合形

式呢？

第一天可能是晴天，也可能是阴天，因此有2种可能。

天气变化
的概率
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同样，第二天也有2种可能，因此前两天共有22种可能的组

合，即

两天都是晴天   第一天阴天，第二天晴天

第一天晴天，第二天阴天 两天都是阴天

那么，前三天呢？由于第三天也有2种组合，所以，跟前两

天所有可能的组合结合起来，前三天所有可能的天气变化组合

数为 2 32 2 2× = 。依此类推，前四天所有可能的天气变化组合数为

3 42 2 2× = ；前五天共有 52 种组合；前六天共有 62 种组合；一个星

期一共有 72 128= 种组合。

也就是说，最多经过连续128周，天气变化情况会完全不

同。在128周之后，128种组合中总有一种会再次出现。当然，也

许在128周之前就已经出现了重复的情形，这里的128周只是一个

最长的期限，超过这个期限，重复是肯定会发生的。但是，也有

可能在这128周中完全没有重复的情形，只是这种概率是很小的。

【题目】某个单位保险

柜的密码被忘记了，只有钥

匙没有密码是无法将它打开

的。保险柜的门上有一个密

码锁，它是由5个带有字母的

破解密码
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圆环组成的，每个圆环上面有36个字母，只有把这5个圆环上的

字母组成一个单词，才能把锁打开。要想打开这个密码锁而不

破坏保险柜，就必须把圆环上所有的字母组合都尝试一遍，假

设每尝试一个组合所花的时间是3秒钟。

如果计划用10个工作日把这把锁打开，可能做到吗？

【解答】我们先来计算一下，这些字母所有可能的组合共有

多少种。

先看两个圆环的情况。每个圆环上都有36个字母，从这两个

圆环上各取一个字母，所有可能的组合情况有

236 36 36× = （种）

上面的任一种都可以跟第三个圆环上的任一个字母搭配，得

到所有可能的组合情况有

2 336 36 36× = （种）

依此类推，4个字母所有可能的组合是 436 种，5个字母所有

可能的组合是 536 =60466176种。由于尝试每个组合需要的时间是

3秒钟，所以，要把所有的组合都尝试一遍，需要的时间就是

3×60466176=181398528（秒）

把上面的数换算成小时，就是

181398528÷3600=50388（小时）

如果每天工作8小时，大概需要

50388÷8=6300（天）

差不多有20年。

结论是，想用10个工作日打开这个密码锁，机会太渺茫了，

它的概率只有
10

6300，也就是
1

630，太小了。
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【题目】有个迷信的人

买了一辆自行车，他特别忌

讳数字“8”，生怕自己的自

行车牌里面出现“8”这个倒

霉的数字。他一直在盘算：

车牌上所有的数字都包含在0，1，2，…，9这10个数字当中。在

这些数字中，只有一个是“8”，因此碰上“倒霉数”“8”的可

能性只有
1
10。

请问，他的想法正确吗？

【解答】自行车牌的号码一共有6位，每位都有0，1，

2，…，9共10种可能，共有106种组合，除去000000不能做为车牌

号，剩下的号码一共是999999个，即

000001，000002，…，999999

现在来计算一下一共有多少个“幸运号”，也就是不带数

字“8”的号。第一位数字可能是除了“8”之外的9个数字中的

任何一个，即0，1，2，3，4，5，6，7，9；第二位数字也是一

样。所以，前两位数共有 29 9 9× = 种“幸运数”组合。如果再加

上一位数，由于新加上的这个数也有9种可能，所以，前三位的

“幸运数”有 2 39 9 9× = 种组合。

依此类推，6位车牌号所有可能的“幸运号”个数是 69 个。

碰上“倒
霉号”的
概率
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这些号码中包含了000000，它不能作为自行车的车牌号码。所

以，所有的“幸运号”共有96－1＝531440个。在上面的999999

个数之中，这些“幸运号”所占的比例只比5 3％多一些，

因此，“倒霉号”所占的比例将近47%，远远高于买车人认为

的10%。

如果车牌号不是6位，而是7位，那么，在所有的车牌号码

中，“倒霉号”甚至比“幸运号”还要多，读者可以自己证明

一下。

用2累乘一个很小的数，就可

以把这个数变得非常大，而且累

乘的次数不需要太多。下面，我

们举一个大家不太熟悉的例子。

【题目】草履虫每隔一

定的时间就会由一个分裂成两个，这个时间大概是27小时。假设

通过这种方法分裂出来的草履虫都能存活，那么，大概需要多长

时间，一只草履虫分裂出来的所有后代的体积才能跟太阳的体积

一样大？

假设每次分裂的后代都存活，已知一只草履虫分裂40代之

后，它所有的子孙所占的体积大概是1立方米，而太阳的体积大

用2累乘的
惊人结果
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概是 2710 立方米。

【解答】根据已知条件，题目实际上就是问：用2累乘1立方

米，要累乘多少次才会得到 2710 立方米？

我们知道， 102 1000≈ ，所以 2710 可以表示成下面的式子：
27 3 9 10 9 9010 (10 ) (2 ) 2= ≈ =

也就是说，在分裂40代的基础上，只要再分裂90次，就

可以达到太阳的体积那么大。如果从第一代开始算起，要分裂

40+90=130次才能达到太阳那么大的体积。很容易计算出，分裂

到130代大概需要147天，过程如下：

27×130＝3510（小时）

3510÷24＝146.25（天）≈147（天）

据说，曾经有一位微生物学家，从草履虫第一次分裂开始观

察，一直观察到它分裂了8061次。感兴趣的读者朋友可以自己计

算一下，如果这些草履虫一只也没有死掉，经过这么多次分裂以

后，所占的体积是多少？

其实，对于这个问题，我们还可以换一种说法：

假设太阳也进行分裂，第一次分裂成两个，每一半又分裂成

两个，并一直分裂下去。那么，经过多少次分裂之后，最终形成

的粒子和草履虫的体积一样大?

当然，答案也是130次，但是，你可能会觉得不可思议，怎

么才这么少的次数？是真的吗？当然是真的。

类似的问题还有很多，比如：把一张纸对半剪开，剪出来

的半张纸再对半剪开，这样一直进行下去。那么，剪多少次之后

（假设可以一直剪下去），得到的粒子跟原子大小一样?
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我们假设一张纸的质量是1克，原子的质量我们取 24
1

10 克这

个数量级。因为

24 3 8 10 8 8010 (10 ) (2 ) 2= ≈ =

所以，一共要剪80次。很多人以为需要剪几百万次，实际上

根本没有那么多。

有一种电子装置叫触发器，

它主要由两个电子管组成，这种

电子管跟收音机里的电子管差不

多。通过触发器的电流必定会

通过其中一个电子管，可能是

左边的，也可能是右边的。在触发器里有两个接触点，用来接收外部

的短暂电信号（脉冲）；还有另外两个接触点，用来输出触发器的回

答脉冲。在外面输入脉冲的瞬间，触发器就会转变状态，即进行“翻

转”，这时，原来导通的电子管变成闭合状态，电流转而进入另一个电

子管。当右边电子管闭合、左边电子管导通的时候，触发器就会瞬间输

出回答脉冲。

现在，我们给触发器连续不断地输入几个电脉冲，看看它是怎样工作

的。我们不妨根据右边的电子管来确定触发器所处的状态：当右边的电子

管闭合，我们规定触发器处于“0状态”；当右边的电子管导通，我们规

定它处于“1状态”。

快100万倍
的触发器
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初始状态

第二个脉冲后状态为0
同时输出回答脉冲

第一个脉冲后状态为1

回答脉冲

第一个脉冲

第二个脉冲

图1

假设触发器的初始状态是“0状态”，即左边的电子管

导通，如 图1 所示。输入第一个脉冲后，右边

闭合的电子管变成导通状态，也就是触发

器翻转成“1状态”。此时触发器不

输出回答脉冲，因为只有右边的电

子管处于导通状态时，才输出回

答脉冲。

接着输入第二个脉冲，

这时，左边的电子管变成导

通状态，触发器又翻转到“0

状态”，此时触发器输出回

答脉冲。

在输入两个脉冲之后，触

发器又回到了初始状态。所以，

继续输入第三个脉冲后，触发器

处于“1状态”；输入第四个脉冲

后，触发器又处于“0状态”，并输出回

答脉冲，依次不停地循环下去。也就是说，每

输入两个脉冲，触发器的状态就会重复一次。

假设现在有很多个这样的触发器，给第一个触发器输入脉冲

信号后，把它输出的回答脉冲加到第二个触发器上，第二个触发器的回答

脉冲再加到第三个触发器上，依次类推。如图2所示，把它们顺次连接起

来。现在，我们来看一下这些触发器会如何工作。
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图2

假设一共有5个触发器，它们的初始状态都是“0”。这样的话，我

们就可以把它们的初始状态记为“00000”。输入第一个脉冲后，最右边

的那个触发器就会转变成“1状态”，由于此时并没有输出回答脉冲，

所以，后面的4个触发器仍然处于“0状态”，也就是说，现在的状态是

“00001”。接着，我们输入第二个脉冲，这时，最右边的触发器就会翻

转，变成“0状态”，并输出回答脉冲加到第二个触发器，使得第二个触

发器发生翻转，变成“1状态”，而其他的触发器仍然处于“0状态”，所

以，现在的状态变成了“00010”。接着，再输入第三个脉冲，这时，第

一个触发器又会发生翻转，但不输出回答脉冲，所以其他的触发器状态

都不会变化，这样的话，总体状态就是“00011”。接着，输入第四个脉

冲，第一个触发器继续翻转，并输出回答脉冲，这个回答脉冲会使第二个

触发器发生翻转，也输出回答脉冲，从第二个触发器输出的回答脉冲使得

第三个触发器发生翻转，所以，这时的状态就变成了“00100”。

这样一直进行下去，我们就会得到下面的状态：

输入第1个脉冲后    00001

输入第2个脉冲后    00010

输入第3个脉冲后    00011

输入第4个脉冲后    00100

输入第5个脉冲后    00101

输入第6个脉冲后    00110

输入第7个脉冲后    00111
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输入第8个脉冲后    01000

……

由此可见，这些连接起来的触发器，可以对外面输入的脉冲进行“计

数”，并且是以一种特殊的“计数”方法来表示这些脉冲信号的。通过观

察不难发现，这种“记录”脉冲信号次数的方法，就是二进制计数法。

在二进制中，用“0”和“1”表示所有的数。跟十进制不一样，二

进制后面一位上的1是前面一位上的1的两倍，而不是10倍。二进制数转

化成十进制数时，首先从右至左用二进制的每个数分别乘以2的相应次

方数，即20，21，22，……然后再把所得的数相加即可。比如，二进制数

“10011”转化为十进制数为1×20＋1×21＋0×22＋0×23＋0×24＝19。

连接起来的触发器就是用这种方式对输入信号进行计数并记录的。需

要注意的是，触发器每翻转一次，也就是每输入一个脉冲信号，大概只

需要一亿分之几秒的时间。现代计数触发器在1秒钟的时间里，可以 “计

算”1000多万个脉冲。一般来说，即便你的眼睛可以辨别得非常快，也大

概需要0.1秒才能识别出这个变换的信号，所以，跟人相比，它快了差不多

100万倍。

假如把20个触发器按照以上的方式连接起来，也就是说，这一串触发

器可以用20位的二进制来表示输入的脉冲信号，那么，它可以“计数”到

202 1− ，这个数比100万还要大。而如果是64个触发器连在一起，则可以用

它来“计数”著名的“象棋数字”（即264）了。

用触发器可以在1秒钟的时间里“计数”几百万个信号，这在核物理

的研究中具有十分重要的意义。例如，原子在裂变时会释放出大量的粒

子，这个数目非常大，就可以用这一方法来计数。
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除此之外，我们还可以利用

触发器来进行数的运算。下面，

我们就来看一下，它是如何实现

两个数相加的。

如 图3 所示，把3排触发器按

图中的样子连起来。第一排

触发器用来记被加数，第二

排用来记加数，最后一排记

二者加起来的和。当上面的

两排触发器的状态为“1”

时，会向第三排的触发器输

出脉冲信号。

从图中可以看出，上面两排触发器分别记着二进制数101和111。最后

一排的第一个触发器从上面两排的第一个触发器各得到一个脉冲信号，即

共得到两个脉冲信号。根据前面的分析，此时最下面的第一个触发器仍然

处于“0状态”，同时会给第二个触发器发送一个回答脉冲。另外，第二

个触发器还会从第二个二进制数那里得到一个脉冲信号。也就是说，这

个触发器共得到了两个脉冲信号，因此，该触发器也处于“0状态”，并

且，它还会向第三个触发器发送一个回答脉冲。除了得到这个回答脉冲之

计算机的计
算原理

图3

第一项

第二项

第一触发器第二触发器

0 0

0

1 1

111

第三触发器第四触发器

和
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外，第三个触发器还从上面的两个触发器中得到了两个脉冲。也就是说，该

触发器共得到3个信号，结果变成“1状态”，同时输出一个回答脉冲。第四

个触发器得到了这个回答脉冲，并且再没有其他脉冲信号输入，因此第四个

触发器的状态为“1”。以上的过程实现了两个二进制数的加法运算，即

101
+111
1100

如果换算成十进制的数，就是5+7=12。在图3中，最下面一排触发器

输出的回答脉冲，就相当于我们在用“竖式”进行加法运算时的进位。

如果每排触发器不是4个，而是20个甚至更多，我们就可以进行百万甚至

千万级的数的加法运算。

需要指出的是，借助触发器进行加法运算的实际装置，要比图中的情

况稍稍复杂。在实际的装置中，我们还需要考虑信号的“延迟”，通过一

些装置来实现这一功能。具体地讲，在图3中，在接通装置的瞬间，上面

两排触发器输出的脉冲同时加在最后一排的第一个触发器上，两个信号很

容易混合在一起，被误认为接收到的只有一个信号。为了避免这种现象发

生，必须让上面的两个信号分先后到达，即后一个信号要比前一个信号

“延迟”到达。如果加上这一延迟装置，两个数相加的时候，就会比触发

器单纯计数花费的时间要多一些。

将上面的设计方案稍加改造，就可以进行减法运算，甚至乘法运算、

除法运算。事实上，乘法运算就是连续的加法运算，因此，花费的时间就

会比加法运算多很多。

以上过程即是现代计算机的计算原理。应用这一装置的计算机每秒可

以运算1万甚至10万多次，未来每秒运算速度甚至会达到上百万次、上亿

次。读者朋友，你可能会觉得，这么快的运算速度有什么用处呢？在很多
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人看来，要计算一个15位数的平方，用 
1

1000 秒的时间来计算跟用1
4
秒的

时间来计算，好像没有什么太大的差别，都是一瞬间而已嘛。

其实不然。我们不妨先来看一个例子：一个非常优秀的象棋选手，在

下每一步棋的时候，落子之前往往要考虑几十甚至上百种可能的情况。假

设他考虑一种情况需要花费几秒，上百个方案就要花费几分钟甚至几十分

钟。这样的话，在复杂的棋局中，棋手就会感到时间不够用，因为思考的

时间可能会占用整个比赛所规定的绝大部分时间，导致最后只能匆忙落

子。但是，如果把分析走棋方案的工作交给计算机来做，会怎么样呢？计

算机每秒能进行上万次的运算，它分析完所有的走棋方案只需要一眨眼的

工夫，当然不会出现时间不够用的情况。

你可能会说，计算是计算，下棋是下棋，它们是不一样的。棋手下棋

的时候，可不是在计算，而是在思索，计算机怎么可能会下棋呢？你无须

疑惑，我们在后面的章节中会对这一问题再进行详细的分析。

在本节中，我们就来粗略计

算一下，在国际象棋的棋盘上，

一共可能会出现多少种不同的棋

局。我们只是想让大家知道这个

数目会有多大，非常精确的计算

没有太大意义，因此我们只是进行一种估算。有一本书，叫《游戏的数学

共有多少种
可能的国际
象棋棋局
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和数学的游戏》，里面有这样一段文字：

由于白方的每个卒都可以向前走一个格或者两个格，一共有8个卒，

共有16种走法；而2个马又分别有2种走法，共有4种走法。所以，白方的

第一步一共有16＋4＝20种走法。同样地，黑方的第一步也有20种走法。

白、黑两方各走第一步之后，会出现20×20=400种不同的棋局。

走了第一步后，后面的走法就更多了。比如说，如果白子第一步走的

是e2-e4，那么，第二步就会有29种走法。再走第三步，可能的走法还会

更多。以王后为例，假设它本来在d5格中，且它所有的出路均为空格，

那么它可能的走法就有27种。不过，为了计算更简单，我们不妨取它们

的平均数：

在双方的前5步中，假设每步的走法都是20种，在以后的每一步中，

假设每步的走法是30种。另外，假设在比赛中双方各走了40步。这样，我

们就可以计算出，在这盘比赛中，所有可能的棋局数目是

（20×20）5 ×（30×30）35

为求出上式的近似值，我们不妨对上式进行一些变形：

（20×20）5 ×（30×30）35＝2010×3070＝210×370×1080≈103×370×1080＝1083×370

在上式中，用 102 来代替 310 ，因为 10 32 1000 10≈ = 。

对 703 可以进行下面的近似：

370＝368×32≈10×（34）17≈10×8017

　＝10×817×1017＝251×1018

　＝2（210）5×1018≈2×1015×1018

　＝2×1033

进而

（20×20）5×（30×30）35 ≈ 1083×2×1033＝2×10116

在传说中，赏给象棋发明人的麦粒数是（264－1），这个数大概是
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18×1018，象棋的棋局数可比这个数大多了。假如地球上所有的人每天24小

时都在下棋，假设每走一步只需1秒，那么，要想把这些棋局全部实现，

所需要的时间大概是 10010 个世纪！

出现了能够自动下象棋的机

器，你一定会觉得很神奇。棋子

在棋盘上的不同组合非常多，甚

至可以说有无限多个。如果告诉

你，历史上曾出现过能够自动下

棋的机器，你一定觉得不可思议，怎么可能制造出可以自动下棋的机

器呢?

事实上，这只不过是人们的美好愿望罢了，并非真的出现过自动下棋

机。匈牙利有一位名叫沃里弗兰克·冯·坎别林的机械师，因为发明了一

种可以自动下棋的机器而声名远扬。据说，他在皇宫中展示过这一机器，

继而又在巴黎和伦敦进行公开展览。甚至连拿破仑都想跟这台机器进行较

量，并坚信自己可以取胜。后来，这台机器于19世纪中叶被带到了美国，

不幸在费城的一次大火中化为灰烬。

据说当时还出现过一些别的自动下棋机，只不过，不像上面的这台那

么有名。但是，人们并没有因此而灰心，一直致力于发明一种可以进行有

效运算的机器。

事实上那时候发明的这类机器都无法真正实现自动运算。很多时候，

自动下棋
机中隐藏
的秘密
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在机器的内部有一位棋手隐藏在里面，他在不停地移动棋子。虽然这种机

器看起来非常逼真，但事实上它们只不过是内部空间很大，且装着一些复

杂机械零件的箱子而已。箱子里装着棋盘和棋子，棋子的移动是通过一个

木偶的手来实现的。在下棋之前给我们展示的时候，箱子里面仅有一些机

器零件。其实里面的空间是很大的，完全能够装下一个个子比较小的人。

著名的棋手约翰·阿尔盖勒和威廉·刘易斯都曾扮演过这个角色。当展示箱

子的其中一部分时，藏在里面的人就偷偷地向其他位置移动。所以，这个箱

子里面的机械只是道具而已，在下棋的时候，它们并没有真正发挥作用。

综上所述，我们可以得出这样的结论：棋子间的组合不计其数，并不

存在真正的自动下棋机，那些所谓的机器不过是某些机械师骗人的伎俩罢

了。所以，根本没有必要对这种所谓的自动下棋机心存恐惧，或者感到

神奇。

不过，随着科技的发展，现在已经造出了这种可以自动下棋的机器，

这就是计算机，它可以在1秒的时间里运

算几千次，甚至更多。在前面我们已经

提到过这种机器，那么，它究竟是如何

工作的呢？

其实，计算机所有的工作都基于运

算，除此以外它什么都不会。但是，我

们可以事先编一些程序，让计算机按照

一定的步骤进行运算。

数学家就是根据下棋的一些战术来

编写的程序。这些战术都是根据走棋的

规则来制定的，根据这些规则，每个棋

子对应的每个位置都有唯一的最佳路

国王 +200分

王后 +9分

车 +5分

象 +3分

马 +3分

卒 +1分

落后卒 －0.5分

被困卒 －0.5分

并卒 －0.5分
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线。上页的表格就是一种下棋的战术，其中，对每个棋子都规定了一定的

分值。

另外，在编写程序的时候，还按照一定的原则来衡量棋子所处位置的

优劣，比方说，棋子是在中间还是在边上，棋子的灵活度如何，等等。位

置的优劣也占有一定的分值，一般来说，这个分值不到1分。最后，把白

方和黑方的总分相减，所得的差就代表了双方棋局上的优劣。如果是正

的，就代表白方占优；如果是负的，则代表黑方占优。

计算机在计算的时候，一般只计算

三步之内的差数，并且判断如何让这个

差数的改变值最大，从而在这三步的所

有组合中选择一个最优的方案，并在卡

片上打印出来，这就算走完了一步 。计算机的运算速度非常快，根本不

会出现时间不够用的现象。

话说回来，如果一个机器只能“想出”后面紧跟着的三步棋，它并不

能算是一个好的 “棋手” 。不过，随

着计算机技术的发展，计算机“下”棋

的技术肯定会越来越高超的。

本书不可能详细地描述这类下棋的程序。在下一章中，我们会介绍几

个比较简单的运算程序。

战术的形式多种多样，

此处只是其中一种。战术不

同，计算机的下棋方法自然

也就不同。

水平很高的棋手，通常

会考虑未来10步甚至更多步

的情况。
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【题目】大家肯定都知

道如何用3个数写出一个尽可

能大的数来。例如，给出3个

9，写成如下形式：

999

所得的数就是9的第三级“超乘方”。

那么，这个数到底有多大呢？可以说，根本找不到一个

东西，可以用来帮助我们理解这个数字到底有多大。在宇宙

中，哪怕是把所有的电子加起来，得到的数字跟它比起来也不

值一提。

下面，我们来看这样一个问题：不使用运算符号，把3个2摆

成尽可能大的数。

【解答】有了前面3个9的例子，很多读者朋友第一个想到的

肯定是下面的摆法：

222
实际上，得到的结果可能会令你失望，因为它其实并不大，

甚至比222要小得多，它是 42 ，也就是16。

实际上，要想用3个2摆成一个最大的数，这个数不是222，

用3个2写一
个最大的数
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也不是 222 ＝484，而是

222 ＝4194304

这个例子非常有意思。它说明了一个道理：如果用类推法去

尝试解决数学问题，很有可能得到错误的推断。

【题目】有了前面的经

验，在计算下面的题目时，

读者朋友会觉得并不困难：

不使用运算符号，把3个

3摆成尽可能大的数。

【解答】如果还是用三级“超乘方”的方法来摆放，得到的

数并不是最大的，这是因为：

333 ＝327

这个数比 333 要小。所以，333才是正确答案。

用3个3写一
个最大的数
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【题目】不使用运算符

号，把3个4摆成尽可能大的

数。

【 解 答 】 在 这 个 题 目

中，如果你按照3个3的经验

来处理的话， 就又错了，因为

444

比下面的三级“超乘方”
444

要小。因为44＝256，所以 256
444 4= ，它显然大于444。

通过前面的几个例子，读者

可能会产生这样的困惑：为什么

有些数字用三层的摆法最大，而

有些数字就不是呢？下面，我们

就来深入讨论一下这个问题，先

3个4

3个相同的
数字排列的

秘密
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来看一般的情形。

不使用运算符号，用3个相同的数摆出一个尽可能大的数。用字母a表

示一个数，下面的摆法：

222 ， 333 ， 444
就可以表示为

10a aa + ＝ 11aa
a的三级“超乘方”则可以表示为

aaa

问题的关键在于，当a取何值时，用三层摆法得到的数
aaa 比a11a大。

aaa 与a11a是以同一个数作为底的乘方，由于又都是整数，所以只需要比较

它们指数的大小就可以了，指数大的，得到的数就大。上面的问题归结为

求解下面的不等式：

11aa a>

不等式两端都除以a，可以得出：

1 11aa − >

通过代入法，我们可以得到，当 3a > 时， 1 11aa − > 成立。例如，当

4a = 时，

4 14 11− >

显然是成立的，而 33－1，22－1 都比11要小。

由此，得出结论：当这个数为2或者3的时候，用a11a的形式摆出的数最

大；而当这个数大于等于4时，用三层摆法得到的数最大。
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【题目】不使用运算符

号，把4个1摆成尽可能大的数。

【解答】我们很容易想

到的数字是1111，但是，这个

数并不是正确的答案。因为

下面这个数

1111

比1111大多了。要想亲手计算出这个数值，可以把11连续累乘10

次，只要耐心一些就可以了。其实，还可以通过查阅对数表的方

法得到这个数的近似值。

实际上，这个数比2850亿还要大，也就是说，它比1111大

25000万倍还要多。

【题目】把上面的题目扩

展一下，来看看4个2的情形。

不使用运算符号，把4个

2摆成尽可能大的数，该如何

用4个1写
一个最大

的数

用4个2写
一个最大

的数
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摆放呢？

【解答】4个2所有可能的摆法一共有8种，即

2222， 2222 ， 2222 ， 2222

2222 ， 2222 ，
2222 ，

2
222

在这几个数中，到底哪个数最大呢？

首先来看最上面的4个数，也就用两层摆法得到的数。

很明显，第一个数字2222，比后面的3个数都要小。先比较

一下2222后面的两个数：2222和2222。

把 2222 进行如下变换：

22 2 11 2 11 1122 22 (22 ) 484×= = =

与2222比， 11484 的底数和指数都要大得多，所以，2222＞2222。

再来比较 2222 和第一行的第4个数2222。我们取一个比2222更大

的数3222，下面就来证明，即使是3222，也比2222小。

实际上，

22 5 22 11032 (2 ) 2= =

这个数比2222小多了。

也就是说，在第一行的4个数中， 2222 最大。

再来看第二行中的几个数：

2222 ， 2222 ， 2222 ，
2

222

显然，最后一个数等于216，它肯定不是最大的，直接淘汰

掉。而第一个数
2222 ＝ 422 ，它小于 432 ＝ 202 ，也就是说，这

个数也比中间的两个要小。所以，最后就变成比较这3个数的

大小：
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2222，
2222 ，

2222

这三个数都是以2为底的指数，所以，只需要比较下面3个

指数

222，484和222

的大小即可，指数最大的对应的数就最大。

很显然，222比222和484都要大得多。

因此，用4个2摆成的最大的数是
2222 。来估算一下这个数有

多大。

由于

10 32 1000 10≈ =

而

222＝（210 ）2×22≈4×106

所以

2222 ≈ 4×106

2 ＝（210 ）400000  ≈ 101200000

也就是说，这个数的位数比100万还要多。
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Chapter 2
 代数的语言
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方程就是代数的语言。在牛

顿的著作《普遍的算术》一书

中，有这样的描述：“如果一个

问题的数量间存在着抽象关系，

只需把通俗的语言转换成代数的

语言，问题就迎刃而解了。”那么，如何进行转换呢？牛顿举了一些例

子，其中，有一个例子是这样的：

列方程的
诀窍

题目的语言 代数的语言

商人原来有一笔钱 x

在第一年，他花掉了100英镑 100x −

然后，他补进去了剩下钱数的三

分之一

100 4 400( 100)
3 3

x xx − −
− + =

第二年，他又花掉了100英镑
4 400 4 700100

3 3
x x− −

− =

然后，他又补进去了剩下钱数的

三分之一
4 700 4 700 16 2800

3 9 9
x x x− − −

+ =

第三年，他又花掉了100英镑 16 2800 16 3700100
9 9

x x− −
− =

然后，他再次补进去了剩下钱数

的三分之一
16 3700 16 3700 64 14800

9 27 27
x x x− − −

+ =

最后，他得到的钱数正好是原来

的2倍
64 14800 2

27
x x−

=
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通过求解方程，就可以得出商人原来有多少钱。

通常情况下，求解方程并不是一件困难的事情，最困难的地方莫过于

如何根据题意列出方程。通过上面的例子，我们看到，列方程其实就是把

普通的语言转换成代数语言的过程，诀窍也正在这里。通过变换，可以把

普通语言变成很简洁的代数语言，但是，题目中的语言一般都是日常用

语，有一些日常用语想要转换成代数语言并非易事。不同的情形下，这种

转换的难度有大有小。通过以下几个例子，读者朋友便可有所体会。

【 题 目 】 古 希 腊 有 一

位著名的数学家叫丢藩图，

关于他的生平，并无史料可

考，现在我们所了解的生平

资料，都来自他墓碑上的碑

文，这碑文其实就是一道数学题。

丢藩图的
年龄

题目的语言 代数的语言

路人啊，请看过来吧！葬在这儿的人是丢藩图，

通过以下文字，你可以得出他的寿命有多长
x

在生命的前六分之一，他度过了幸福的童年
6
x

又过了人生十二分之一，他脸上长出了胡须
12
x

结婚后，他度过了七分之一时间的二人世界
7
x
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续表

题目的语言 代数的语言

又过了5年，他有了一个儿子 5

不幸的是，他的儿子只活了他父亲寿命的一半
2
x

儿子去世以后，这位老人在郁郁寡欢中度过了4
年，然后离开了这个世界

4

现在你知道丢藩图的寿命有多长了吗 5 4
6 12 7 2
x x x xx = + + + + +

【解答】通过求解方程，可以得出 84x = ，并且了解到丢藩

图的以下信息：丢藩图21岁时结婚，38岁当爸爸，80岁时儿子不

幸去世，84岁离世。

【题目】再来看一个古

老的问题，这个问题并不复

杂，可以很容易变换成代数

的语言。

一匹马和一头骡子驮着

沉重的包裹并排向前走。马向骡子抱怨道：“我背上的包裹太重

了！”骡子说：“如果把你背上的包裹给我一个，我背上的负担

就是你的两倍了。要是把我背上的包裹拿给你一个，你背上的包

裹也不过跟我一样重而已。你有什么好抱怨的？”

马和骡子分
别驮了多少

包裹
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聪明的读者朋友，你能告诉我，马和骡子分别背了多少包

裹吗？

【解答】

这样，上面的问题就

转换成了一个二元一次的

方程组：

1 2( 1)
1 1

y x
x y
+ = −

 + = −

即

2 3
2

x y
y x

− =
 − =

很容易求得

5
7

x
y
=

 =

也就是说，马背了5个包裹，骡子背了7个包裹。

【题目】兄弟4人共有45

卢布。如果将老大的钱增加2

卢布，老二的钱减少2卢布，

老三的钱变成原来的2倍，老

题目的语言 代数的语言

如果把你背上的包裹

给我一个
1x −

我背上的负担 1y +

是你的两倍 1 2( 1)y x+ = −

如果把我背上的包裹

拿给你一个
1y −

你背上的包裹 1x +

跟我一样重 1 1x y+ = −

4兄弟分别
有多少钱
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四的钱变成原来的二分之一，此时，他们手里的钱数就一样多。

请问，他们原来分别有多少钱？

【解答】

最 后 一 个 方

程 拆 分 成 三 个 方

程，并跟第一个方

程联立，得到方程

组

2 2
2 2

2
2

45

x y
x z

tx

x y z t

+ = −
 + =


+ =


+ + + =

     

           

可以求出：

8
12
5
20

x
y
z
t

=
 =
 =
 =

  

 

4个兄弟原来的钱数分别是：老8卢布，老二12卢布，老三5

卢布，老四20卢布。

题目的语言 代数的语言

兄弟4人共有45卢布 45x y z t+ + + =

将老大的钱增加2卢布 2x +

老二的钱减少2卢布 2y −

老三的钱变成原来的2倍 2z

老四的钱变成原来的二分之一
2
t

他们手里的钱数就一样多 2 2 2
2
tx y z+ = − = =
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【 题 目 】 河 的 两 岸 分

别长着两棵棕榈树，它们正

好隔岸相对。其中一棵的高

度是30肘尺（古代的长度单

位，大概等于肘关节到手指

尖的长度），另外一棵的高度是20肘尺；两树之间相距50肘尺。

在两棵棕榈树的树尖上，分别落着一只鸟。突然，在两棵树之间

的河面上出现了一条鱼，两只鸟都

看见了这条鱼，它们同时朝着

鱼飞过去，最后同时到达了

目标，如 图4 所示。

请问，这条鱼距离

30肘尺高的棕榈树的树

根有多远？

两只鸟的
问题

图4
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【解答】如  图5 

所示，根据勾股定

理，可以得出下面

的关系：

2 2 230AB x= +
2 2 220 (50 )AC x= + −

由 于 两 只 鸟

飞 到 A 处 所 花 的 时

间相同，可以得到

AB AC= （此处认为

鸟的飞行速度没有差

别）。所以

2 2 2 230 20 (50 )x x+ = + −

经过化简，可以得到

100 2000x =

所以

x=20

也就是说，这条鱼距离3 0肘尺高的棕榈树的树根有2 0

肘尺。

图5
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【题目】一位老医生约

他的朋友到家里玩。

“ 好 的 ， 谢 谢 您 的 邀

请。我准备3点钟从家里出

发，也请您那时候出门，我

想，我们会在半路上相遇的。”

“年轻人，我可是一个老头儿了，我1小时只能走3千米，而

你1小时至少也能走4千米。你能让我少走一些路吗？”

“没错，我1小时确实比您多走1千米，这样好了，我比您早

动身一刻钟，也就是让您1千米，这样可以吗？”

“嗯，好的。”老医生同意了。

第二天，年轻人在2点45分时从家里出发，他的速度是4千

米／小时。老医生则在3点整出门，他的速度是3千米／小

时。一段时间后，他们在路上相遇了，之后，他们一起朝着

老人的家走去。

等年轻人回到自己家的时候，他计算了一下自己走过的距

离，发现由于这一刻钟的差别，他走过的距离刚好是老医生走过

距离的4倍。

请问，这两家之间的距离有多远？

【解答】假设两家之间相距x千米。

两家的距离
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那么，年轻人走过的所有路程就是2x千米，由于老人走过的

路程只有年轻人的
3 1
16 12 4

x x
− = ，所以老人共走了

2
x
千米。他们相遇时，老

人走过的路程是他走过总路程的一半，即 4
x
千米，而年轻人则走

了
3
4
x

千米。结合两人的速度可以知道，在相遇时，老人花的时

间是12
x

小时，年轻人花的时间是
3
16

x
小时。此外，年轻人比老人提

前一刻钟出门，即年轻人多花了
1
4

小时的时间。所以，我们

可以得出下面的方程：

3 1
16 12 4

x x
− =

求解方程，可以得出

2.4x =

也就是说，年轻人和老医生两家相距2.4千米。

【题目】一个割草组接

到了一个任务，要把两块草

地上的草割掉，其中大块草

地的面积是小块草地的2倍。

在上午，割草组的所有人都

在大块草地上割草；到了下午，他们对半分开，分别到两块草地

上去割草。到晚上的时候，大块草地上的草都割完了，小块草地

割草组共有
多少人
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图6

上还剩下一小片，还需要一

个人花一天的时间才能割完

（图6）。

假设割草组所有的人割草

速度都一样。请问，这个割草

组一共有多少人?

【解答】假设割草组的人数是

x，此外，还需要用到另一个辅助未知

数，即每个人每天能够割草的面积数，我们

用y来表示。

先用x和y表示出大块草地的面积。根据题意，在上午，x个

人一共割草的面积是

x×  ×y＝2
1

2
xy

在下午，只有一半的人割剩下的草，也就是只有 2
x
个人割

草，这些人割的草地面积是

4
xy

2 2
x 1
× ×y ＝

所以，大块草地的面积是
3

2 4 4
xy xy xy

+ =

再来看小块草地的面积如何用x和y表示。在下午，
2
x
个人在

这片草地上面割了半天，那么，他们一共割的面积是

2 42
x xy1
× ×y ＝

这时，还剩下一小片，它的面积正好是y，也就是一个人在

一天的时间里割草的面积。所以，小块草地的面积是
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4
4 4
xy xy yy +

+ =

因为大块草地是小块草地面积的2倍，所以

3 42
4 4
xy xy y+

= �×
3 42
4 4
xy xy y+

= �

化简一下，得到

3 2
4

xy
xy y

=
+

在这个方程的左边，将辅助未知数y约掉，方程就变成了下

面的形式：
3 2

4
x

x
=

+
即

3 2 8x x= +

解得

8x =

也就是说，这个割草组一共有8个人。

在本书《趣味代数学》第一版出版后，我收到了A.B.齐格教

授寄给我的一封信，他在信中谈到了这道题目，并认为这道题目

的意义在于：“这道题目不能算是一道代数题，它其实是一道简

单的算术题，根本没有必要用这种死板的公式来求解。”

教授还说：“关于这道题的来龙去脉，其实是这样的。我的

叔叔伊·拉耶夫斯基和列夫·托尔斯泰是非常要好的朋友，以前

我的父亲和叔叔一起在莫斯科大学数学系学习。在当时的数学系

课程中，根本没有关于教学法的内容，于是，学生们不得不到对

口的城市公民中学实习，以便跟那些有经验的中学老师一起探讨

教学方法。在他们的同学中，有一位叫彼得罗夫的人。他是一个极
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具天赋和创新能力的人，不幸的是，由于身患肺痨，他很早就去世

了。他就提出过这样的观点：课堂上教的算术不是教会学生学习，

而是毁了学生，因为过于僵化的教学模式束缚了学生的思维，使他

们只能用固定的方法解决固定的问题。为证明自己的观点，他甚至

想出了很多题目。这道割草的题目就是其中之一。这些灵活多变的

题目难住了那些‘有经验的优秀的中学老师’。而那些并没有接受

刻板教学的学生，却很容易地解答出了这些题目。对于那些有经验

的优秀的老师来说，借助方程式或者方程组可以把这道题目解答出

来，但事实上只需要通过简单的算术计算，问题就解决了。”

下面来看如何使用简单的算术方法解答这道题。

由于大块草地需要全组的人割半天，再加上半组的人割半

天，所以半组人在半天的时间里，一共可以割这块

草地的
1
3 。所以，小块草地剩下的那块就是

1 1 1
2 3 6
− = ，而一个人一天恰好可以割完这

部分。在一天中全组人一共割草的面积是

6 1 8
6 3 6
+ =

所以，割草组的总人数就是8。

托尔斯泰非常钟爱这类有些变化

但又不是很难的问题。当他听到这个

题目时，提出该题目还可以通过图形来

求解，如 图7 所示，那是最简单的图，也

能让人轻易理解。

下面再来看几道题目，这些题目都可以用

巧妙的算术方法进行求解。

图7

1
3

1
3

1
3

1
3

1
6
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【题目】在牛顿的著作《普

遍 的 算 术 》 中 ， 他 这 样 写

道：“在科学的学习中，题

目比规则要有用多了。”因

此，当他阐述一些理论的时

候，总是会结合实例进行说明。在他所举的实例中，有一个关于

牛在牧场上吃草的经典题目，下面介绍的题目就是从这个题目演

化而来的：

“牧场上的草长得很均匀，每个地方都一样密，长得一样

快。如果是70头牛在这片草地上吃草，24天就可以把草吃完；如

果是30头牛，则需要吃60天。现在的问题是，如果想让草地上的

草吃96天，牧场上应该有多少头牛？（图8）”

这是契诃夫的著作《家庭教师》中出

现的题目，老师把这个题目布置给学生

后，学生的两个成年亲戚帮着他做，

但是花了很长的时间也没有得出结

果，他们感到十分困惑。

其中一个亲戚分析道：“真

是奇怪，如果70头牛花24天把牧

牛吃草问题

图8
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场里的草吃完，那么要想在96天的时间里把草吃完，牛的数量就

是70的
1
4，也就是17

1
4头牛。这肯定不对啊！再看后面：30头牛

在60天的时间里把草全部吃完，那么，要在96天内把草吃完，就

需要
318
4

头牛，这也明显不对嘛。另外，如果70头牛在24天内把

草吃完的话，30头牛要吃完这片草只需要56天，但题目却说需要

60天。”

“你可能忘了考虑一个问题，草是一直在生长着的。”另外

一个说道。

这个人说得很对，是的，草一直在生长，如果忽略这一点，

不仅解答不出这个题目，而且你发现题目给出的条件也是自相矛

盾的。

那么，该如何求解这个题目呢？

【解答】这里我们也需要用到一个辅助未知数，即每天长出

的草与牧场上草的总量的比值。假设每天长出的草是y，在24天

内长出的草就是24y。假设牧场上草的总量为1，那么24天内70头

牛一共吃的草是

1 24y+

70头牛每天吃掉的草是

1 24
24

y+

而一头牛在一天内吃掉的草就是

1 24
24 70

y+
×
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同样的道理，30头牛在60天内把牧场上的草吃完，那么一头

牛在一天的时间里吃掉的草就是

1 60
60 30

y+
×

由于每头牛每天吃的草应该是一样的，所以

1 24 1 60
24 70 60 30

y y+ +
=

× ×

于是，可以得出

1
480

y =

也就是说，每天长出的草是整片牧场上草总量的
1

480
。根据

它，我们可以计算出一头牛在一天当中吃掉的草占牧场上草的总

量的比率是
11 241 24 1480

24 70 24 70 1600
y + ×+
= =

× ×

接下来假设题目所求的牛数为x，那么

11 96 1480
96 1600x

+ ×
=

解得

x=200

因此，要想在96天的时间内把牧场上的草全部吃完，需要

20头牛。
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前面那个题目是从牛顿

原来的题目改编而来的，下

面我们就来看一下牛顿著作

中的那个题目。

有3个牧场，它们的面积

分别是
13
3
公顷，10公顷，24公顷。这几个牧场上的草长得都一

样密、一样快。在第一个牧场饲养12头牛，里面的草可以吃4个

星期；在第二个牧场饲养21头牛，里面的草可以吃9个星期。那

么，在第三个牧场饲养多少头牛，里面的草才能恰好够吃18个

星期？

【解答】跟前面一样，此处我们引入一个辅助未知数y，用

来表示在1星期内每公顷牧场上新长出的草占原来草的总量的比

重。首先来看第一个牧场，在1星期内新长出的草是1公顷牧场

上原有草总量的
13
3

y 倍，在4个星期里，新长出的草就是1公顷牧

场上原有草总量的
1 403 4
3 3

y y× = 倍。

这就相当于第一个牧场的面积变大为（
1 403
3 3

y+ ）公顷。

也就是说，牛在4个星期内吃掉了牧场上面积为（
1 403
3 3

y+ ）

牛顿著作
中的问题
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公顷的草。那么，这12头牛在1个星期内吃掉的草为上数的
1
4
，进

而，1头牛在1星期的时间内吃掉的草就是上数的
1
48 ，即

1 403 10 403 3
48 144

y y+ +
= （公顷）

也就是说，1头牛在1星期的时间内一共吃了

1 403 10 403 3
48 144

y y+ +
= 公顷这

么大面积的牧场上的草。

同理，可以计算出在第二个牧场上1头牛在1星期的时间内，

能吃掉多大面积的牧场上的草。

在1个星期里，1公顷牧场上长出的草是y；

在9个星期里，1公顷牧场上长出的草是9y；

在9个星期里，10公顷牧场上长出的草是90 y。

因此，21头牛在9个星期内吃掉的草，相当于面积为（10＋

90y）公顷的牧场上的草。

从而，1头牛在1个星期内吃的草为
10 90 10 90

9 21 189
y y+ +
=

×
公顷。

由于每头牛每个星期的吃草量是相同的，所以

10 40 10 90
144 189

y y+ +
=

很容易求出

1
12

y =

有了这个数值，下面就可以计算出1头牛在1个星期内的吃草

量，即
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110 4010 40 512
144 144 54

y + ×+
= = （公顷）

接下来就很容易求出题目所求的量，假设第三个牧场上牛的

数量是x，那么
124 24 18 512

18 54x

+ × ×
=

解得x=36。也就是说，在第三个牧场上饲养36头牛的话，里

面的草就可以恰好够吃18个星期。

【题目】据说，有一次爱

因斯坦生病了，躺在床上很无

聊，他的朋友莫希柯夫斯基给

他出了一道题目，让他打发时

间。题目是这样的：

“有一只钟表，假设表针的初始位置是12点。这时候，如果

把钟表的长针和短针对调，它们指示的时间还是在合理范围的。

但是，在有的时间，比如6点，如果把表针对调，出现的时间就

不对了，因为当时针指着12的时候，分针并不会指着6。问题来

了，当分针和时针分别在什么位置时，两针对调后所指的时间还

是合理的？”

爱因斯坦听完后答道：“对于病床上的人来说，这的确是一

时针和分针
对调
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个很好的问题，它很有意思，又不是很简单。只是，我可能消磨

不了多少时间，因为我马上就要计算出来了。”

说着，他从床上坐了起来，在纸上画出了一个草图。爱因斯

坦解答这个题目所花的时间，可能比我描述这个问题所花

的时间还要短……

那么，他是如何解答的呢？

【解答】我们不妨把钟表的一周划分

成相等的60份，并以每份为单位，用它

来度量表针从12点开始走过的距离。

如 图9 所示，假设到达题目所求

的位置时，时针从12点开始走过x个刻

度，分针走过y个刻度。由于时针每过12

个小时走过60个刻度，所以它每小时走过

5个刻度。那么，它走过x个刻度所花的时间

就是
5
x
小时。也就是说，钟表从12点开始走到所求

的位置，过去了 5
x
小时。分针走过的刻度是y个，也就是y分钟，

相当于
60
y

小时。也就是说，在
60
y

小时之前，分针从12点的位置

经过。换句话说，两个指针在12点的位置重合之后，过去的整小

时数是（ 5 60
x y
− ）。

（ 5 60
x y
− ）一定是0到11之间的整数，因为该数表示在12点以

后正好过去了几个小时。

如果把两个指针对调，用同样的方法，我们可以计算出从12

图9
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点开始到表针所指的时间过去的整小时数为（ 5 60
y x
− ）。该数也

是一个从0到11的整数。

联立上面的两个方程：

5 60

5 60

x y m

y x n

 − =

 − =


其中，m和n都是从0到11的整数。解这个方程组，可以得出

60(12 )
143

60(12 )
143

m nx

n my

+ =
 + =


如果用0到11中的每个整数来代m和n，就可以得到题目所求

的两个表针所指所有的位置。由于m和n都有12个数，它们的组

合就是144个，所以看起来该方程好像有144个解，可实际上只有

143个，因为当 0m n= = 和 11m n= = 的时候，它们所表示的是同一

个时间，即12点。

在这里，我们不打算逐个讨论，只举两个例子来看一下。

例1：当 1m n= = 时，
60 13 55

143 11
x ×
= = ，

55
11

y =

即当表针所指的时间是1点 55
11

分时，两个指针是重合的，它

们当然可以进行对调。事实上，所有指针重复的时刻，二者都可

以进行对调。

例2：当 1m n= = 时，
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60 (5 12 8) 42.38
143

x × + ×
= ≈ ，

60 (8 12 5) 28.53
143

y × + ×
= ≈

此时对应的时间分别是8点28分53秒和5点42分38秒。

根据前面的分析，该题一共有143个解，我们可以把钟表的

圆周分成均等的143份，这样就得到了这143个点。在这些点上，

时针和分针可以对调，而在其他的点上，则不能进行对调。

【题目】在12小时内，

一只正常走动的表的长针和

短针重合的点有多少个？

【解答】由上一个问题

的分析知道，当时针和分针

重合时，它们可以进行对调，而且对调后时间不会有任何变化。

此处我们可以利用上个题目的原理来求解本题。两个指针重合，

说明从12点开始它们走过的刻度是一样的，即 x y= 。这样，我们

就得到了下面的方程：

5 60

5 60

x y m

y x n

 − =

 − =


          

x y=

5 60
x x m− =
x y=

其中，m也是从0到11的整数。解这个方程，可以得出

60
11

mx =

时针和分针
重合
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把m的12个可能的值代入上面的式子，就可以得出题目的答

案。不过，需要说明的是，由于 0m = 和m =12时指针都指向12点

的位置，所以我们只能得到11个位置点，而不是12个。

读者朋友可能都玩过猜数的

游戏。在这种游戏中，出题人一

般会让你事先想好一个数，然后

进行一些类似下面的运算：加上

2，乘以3，减去5，再减去你刚

才想的那个数……进行5步或者10步运算之后，他会问你计算的结果，接

着，他会立刻告诉你你事先想好的是哪

个数。

这种游戏貌似很神秘，其实非常简

单，它的原理就是解方程。例如，出题

人让你进行右边表格中的运算。

当你告诉出题人结果的时候，他会

立刻说出来你事先想好的那个数，他是

怎么知道的呢？

其实方法很简单，只要看一下右边

表格中的右边一栏就知道了，出题人事

先把让你进行的那些运算变换成代数的语言。例如你事先想好的数是x，

猜数游戏中
的秘密

事先想好一个数 x

加上2 2x +

乘以3 3 6x +

减去5 3 1x +

减去你事先想好的

那个数
2 1x +

乘以2 4 2x +

减去1 4 1x +
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那么经过以上所有运算得到的结果就是（4 1x + ）。

比如你告诉他最后得出的结果是33，出题人就会在心里通过求解方程

4 1 33x + = ，得出x=8。同样，当你告诉他其他结果时，他也是用相同的方

法得到答案。

所以，这个游戏其实很简单，出题人事先已经想好如何根据你告诉他

的结果，计算出最初你想到的那个数。

明白了这一点，我们还可以对题目进行改进，以便让做游戏的人感到

题目更有意思，也更有难度。比如说，你让做游戏的人自己决定采取什么

样的运算。让他事先想好一个数，然后任意地进行一些运算（最好不要用

除法，这会使游戏变得很复杂）：加上或者减去某个数（比如加上2，减

去5，等等），再乘以某个数（比如乘以2或者乘以3，等等），然后再加

上或者减去事先想好的那个数……为了把你搞晕，他一定会做很多步运

算。举例来说，假设他事先想好的数是5，然后他说：

“首先，我把它乘以2，再加上3，再加上刚才我想的那个数；然后加

上1，乘以2，减去刚才想的那个数，再减去3，再减去刚才想的那个数，

再减去2。最后，我再把上面运算出的结果乘以2，又加上3。”

他肯定以为把你弄糊涂了，所以，很得意地跟你说：

“最后计算出的结果是49。那么，我事先想好的那个数是多少？”

当你立刻告诉他那个数是5的时候，他一定惊讶得下巴都快掉下来了。

通过前面的分析，你一定想到过程是怎样的了。当他说想好了一个数

的时候，你就把这个数假设为x，在他进行运算的时候，你默默地把他的

话变换成了代数的语言。比如，当他说“乘以2”时，你心里想的是，现

在这个数是2x；当他说“加上3”的时候，你心里想的是，现在这个数是

（2x+3），等等，当把这些运算说完的时候，他以为把你弄乱了。其实，

你已经得出了一个含有x的算式，而中间所进行的运算，你一个也没有
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少。如右表所示。

当他说完运算过程，你得

到一个结果（8 9x + ）。当你

听到他说：“最后计算出的结

果是49。”就会马上得到一个

方程 8 9 49x + = 。通过求解这

个方程，可以很容易得出 5x = 。

所以，你立刻告诉他，他事先

想好的数是5。

跟前面的那个游戏比较，

这个更有意思。因为这里他所

做的运算不是你告诉他的，而

是他自己选择的，他想怎么运

算都可以。

当然，这个游戏也会有不

灵的时候。比如说，当你朋友

说了很多步运算之后，你得到的结果是（ 14x + ），他又接着说：“然后，

再减去事先想好的数，最后得到的结果是14。”于是，你跟着他继续计算

( 14) 14x x+ − = ，此时你只得到一个数14，根本得不到什么方程。这样的

话，你就没有办法得出他事先想好的那个数x。如果碰到这样的情况，你

不妨这样做，在他说出计算结果前，立刻打断他的话，然后说：“等一

下！你得到的结果是14，对不对？”当你的朋友听到这个结果的时候，一

定以为你有什么神奇的力量！因为他什么也没有告诉你，你就已经知道了

结果！虽然你没有得出他事先想好的那个数，但是，他仍然会觉得这个游

戏非常有意思。

我想好了一个数 x

把它乘以2 2x

加上3 2 3x +

再加上刚才我想的那个数 3 3x +

加上1 3 4x +

乘以2 6 8x +

减去刚才想的那个数 5 8x +

减去3 5 5x +

再减去刚才想的那个数 4 5x +

再减去2 4 3x +

把上面运算出的结果乘以2 8 6x +

又加上3 8 9x +
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在左表中，我们就举了这样类

似的例子。

在这个例子中，最后得出的结

果是12，里面根本不含有x。在这种

情形下，你便可以打断朋友的话，

告诉他最后得到的结果是12。

只需稍加练习，你就可以跟朋

友来玩这种游戏了。

【 题 目 】 下 面 这 个 问

题，看起来非常荒唐：

假设8×8=“54”，那

么，“84”等于多少?

初看起来，这个题目很奇

怪，也似乎没什么意义，其实不然，我们甚至可以利用方程来

求解。

【解答】这个题目中的数并不是用十进制表示的，否则，问

题“84等于多少”就毫无意义了。假设这里的数是以x进制表示

的，那么，“84”这个数就可以表示成如下形式

8 4x +

“荒唐”的
数学题

我想好了一个数 x

加上2 2x +

乘以2 2 4x +

加上3 2 7x +

减去我刚才想的那个数 7x +

加上5 12x +

再减去我刚才想的那个数 12
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而“54”则可以表示为

5 4x +

这样就可以得到下面的方程：

8 8 5 4x× = +

即

64 5 4x= +

可以得出

12x =

也就是说，题目中的数是用十二进制表示的，所以

84 8 12 4 100= × + =

也就是说，如果8×8=“54”，那么“84”=100。

同样的道理，还可以求解出下面的题目：

假设5×6=“33”，那么“100”等于多少?

答案：这个题目中的数是九进制的，所以容易得出结果是

81。

有时候，方程比我们考虑得

更周密。不相信吗？可以试着解

答下面的题目：

爸爸今年是32岁，儿子只有5

岁。多少年以后，爸爸的年龄是

方程比我们
考虑得更
周密
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儿子的10倍？

假设要求的年数是x，那么x年后，爸爸的年龄是（32 x+ ），而儿子的年

龄是（5 x+ ）。根据题意，爸爸的年龄是儿子的10倍，可以得到下面的方程：

32 10(5 )x x+ = +

去括号，很容易得出

2x = −

最后，得出的x是一个负数，这表示什么意思呢？“－2年以后”就是

“2年以前”。在列出这个方程的时候，我们以为结果是几年以后，根本

不可能想到这个时间是在2年以前，而在以后绝对不可能有“爸爸的年龄

是儿子的10倍”这样的时候。所以，这里的方程比我们考虑得更周密，它

会提醒我们关注一些容易被忽略掉的细节。

在解方程的时候，可能会遇

到一些情况，那些没有丰富数学

经验的人会显得不知所措，下面

就来举几个这样的例子。

例1：

有一个两位数，它十位上的数字比个位上的数字小4。如果把十位

和个位上的数字对调，新得到的两位数比原来的两位数多27。求这个

两位数。

古怪的
数学题
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假设这个两位数十位上的数字为x，个位上的数字为y，根据题意，可

以得到下面的方程组：
4

(10 ) (10 ) 27
x y

y x x y
= −

 + − + =

将第一个方程代入第二个方程，可以得到下面的方程：

[10 ( 4)] [10( 4) ] 27y y y y+ − − − + =

化简得到

36=27

也就是说，我们不仅没有得出x和y的值，反而得到了一个矛盾的等式 

36=27，这是为什么呢?

这说明，要求的两位数是不存在的，因为方程组中的两个方程是矛盾

的。化简第一个方程得到

y－x=4

化简第二个方程，得到

y－x=3

上面两个方程的左边都是（y－x），但是，第一个方程的右边是4，而

第二个方程的右边是3，这显然是矛盾的。

在求解下面的方程组时，也会遇到类似的问题：
2 2 8

4
x y
xy

 =


=

两个方程两端分别相除，可以得到下面的方程：

2xy =

而第二个方程为 4xy = ，通过对比，可以得出这样的结论“4=2”，

这显然也是不可能的。所以，满足这个方程组的数也是不存在的。一般我

们称这种情况为“不相容”方程组或者“矛盾”方程组。
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例2：

把例1中的已知条件稍加改变，又会遇到另一种意外的情形。比如

说，已知这个两位数十位上的数字比个位上的数字小3，而不是小4，其他

条件不变，求这个两位数。

假设这个两位数十位上的数字为x，个位上的数字则为（x＋3），可得

到类似例1中的方程：

[10( 3) ] [10 ( 3)] 27x x x x+ + − + + =

通过计算，可以得出

27 = 27

显然，这个等式是恒等式，可是，我们并没有求出x的值。这是不是

也说明不存在这样的两位数呢？

其实，正好相反，这个恒等式说明，不管x的值是多少，方程永远成

立。事实上，很容易验证这一点，题目中讲到的已知条件，对于任何一个

十位上的数字比个位上的数字小3的两位数来说，都是成立的。比如

41－14＝27，

52－25＝27，

63－36＝27，

74－47＝27，

85－58＝27，

96－69＝27。

例3：

有一个3位数，它满足以下条件：

（1）十位上的数字为7；

（2）百位上的数字比个位上的数字小4；

（3）如果把这个三位数颠倒过来写（即个位与百位上的数字互
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换），新得到的数比原来的3位数大396。

求这个3位数。

先列出方程。设这个3位数个位上的数字为x，那么

100 70 4 [100( 4) 70 ] 396x x x x+ + − − − + + =

化简上面的方程，得到

396 = 396

通过例2的经验，我们知道这个结果表示：任意一个3位数，只要它

百位上的数字比个位上的数字小4（十位上的数字是多少并没有关系），

那么，如果把这个3位数颠倒过来写，得到的新数就会比原来的那个数大

396。

以上讨论的这些题目都是比较抽象的，之所以举这样的例子，就是为

了帮助读者朋友养成一个习惯：遇到这样的问题，只要把方程列出来，剩

下的就是求解方程的问题了。现在，我们已经有了这样的理论知识，接下

来就可以解决日常生活、体育或者军事方面的一些实际问题了。

【题目】读者可能觉得

不可思议，在理发店里也有

代数吗？确实如此，下面是

具体的经过。有一天，我到

理发店理发，这时，理发师

理发店里的
数学题
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来到我身边，提出了一个问题：

“你能帮我们一个忙吗？有个问题困扰我们很久了，我们实

在找不到解决的方法。”

“为了解答这个问题，我们浪费了很多溶液。”旁边一位理

发师插嘴说道。

“到底是个什么问题呢？说来听听。”我说道。

“我们有两种浓度的过氧化氢溶液，一种是30％的，另一种

是3％的。现在我们想配成浓度为12％的溶液，但无论如何也找

不到恰当的比例。”

他们给我拿来一张纸，让我计算出这个比例。

这个题目并不难，那么，该怎么做呢？

【解答】当然可以用算术的方法来解决这个问题，但是这里

用代数的方法会更简单一些。为配成12％的溶液，假设需要x克

浓度为3％的溶液，y克浓度为30％的溶液。那么，在（x＋y）克

溶液中，过氧化氢的质量为（0.03 0.3x y+ ）克，

混合后的溶液质量是（x＋y）克，而此时溶液的浓度是

12％，所以过氧化氢的质量应该是0.12（x＋y）克。

于是，得到下面的方程：

0.03 0.3 0.12( )x y x y+ = +

解这个方程，可以得出

2x y=

也就是说，在取这两种溶液的时候，只要保证浓度为3％的

溶液的量是浓度为30％的溶液的2倍即可。
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【题目】有一天，我沿

着电车路散步，通过观察我

发现，每隔12分钟就会有一

辆电车从我身后开过来。而

每隔4分钟又会有一辆电车从

我对面开过来。

假设电车和我都是匀速行进的。请问，电车是每隔几分钟从

起始站发出一辆？

【解答】假设每隔x分钟从起始站发出一辆电车。也就是

说，在某一辆电车追上我的地方，x分钟之后，第二辆电车会开

到。第二辆电车要想追上我，就要在（12 x− ）分钟的时间里走完

我在12分钟里走的路程。也就是说，我1分钟走过的路程，电车

只需要 12－x
12

 分钟就可以走完。

如果电车是从对面开过来，在第一辆开过去4分钟之后，又

开过来第二辆电车，也就是说，第二辆电车需要在剩下的（x－4）

分钟里，走完我4分钟走过的路程。所以，我1分钟走过的路程，

电车只需要 
x－4

4  分钟就可以走完。

由此可以得到如下的方程：

电车多长时
间发出一辆
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12－x
12 ＝

x－4
4

解方程，可以得出

x = 6

也就是说，每隔6分钟，就会从起始站开出一辆电车。

该题还可以用别的方法来求解，也就是算术方法。假设前后

开出的两辆电车间的距离是a，如果电车是从对面开过来的，由

于每隔4分钟就过去一辆，那么，我和对面开过来的车之间的距

离是缩短的，每隔1分钟，这个距离就缩短 4
a
。同样的道理，如果

电车是从我身后开过来的，那么在1分钟的时间里，我和这辆电

车之间的距离就会缩短12
a

。

假设现在的情形是：我往前走了1分钟之后，又马上回头

朝着来时的方向走1分钟，也就是说，我又回到了开始的那个地

方。这样的话，在第1分钟里，当电车从我的对面开过来的时

候，我和电车之间的距离就缩短了 4
a
；在第2分钟里，刚才对面开

过来的那辆电车开始从我的身后追我，在这个时间里，它和我之

间的距离缩短了 12
a

。也就是说，在这2分钟的时间里，我和这辆

电车之间的距离缩短了 4 12 3
a a a
+ = 。如果我刚才站在原地不动，那

么2分钟后，这辆电车跟我之间的距离也缩短了4 12 3
a a a
+ = 。如果我站在

原地不动，那么在1分钟的时间里，电车和我之间的距离就会缩

短 2
3 6
a a
÷ = ，换句话说，要走完全部路程a，电车需要的时间是6

分钟。这就说明，对于一个站在某个地方不动的人来说，电车每

隔6分钟就会开过去一辆。
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【题目】河岸有两座城

市，分别是A城和B城，B城

在A城的下游方向。有一艘轮

船，从A城行驶到B城花了5个

小时。返回的时候，由于是

逆流行驶，花了7个小时。如果乘坐一艘木筏（相当于以水流的

速度行驶）从A城到B城去，需要多长时间？

【解答】假设轮船在静水中从A城行驶到B城需要x小时，再

假设乘坐木筏从A城到B城的时间是y小时。那么，在1个小时的时

间里，轮船行驶了两城之间距离的
1
x ，而木筏行驶的路程是两城

之间距离的
1
y 。所以，在1小时的时间里，轮船在顺水时行驶的

路程是两城之间距离的（
1 1
x y
+ ），在逆水时行驶的路程是两城之

间距离的（
1 1
x y
− ）。由于顺水时轮船在1小时的时间里行驶的路

程是两城之间距离的
1
5 ，而逆水时，这个数值是

1
7 ，由此，可以

得下面的方程组：

1 1 1
5

1 1 1
7

x y

x y

 + =

 − =


乘木筏需要
多久
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把方程组中的两个方程相减，就可以求出y的值，即

2 2
35y

=

35y =

也就是说，如果乘坐木筏从A城到B城，要花35个小时。

【题目】两个形状和材

质都相同的罐子，里面都装

满了咖啡。已知其中一个重2

千克，高度12厘米；另一个

重1千克，高度9 .5厘米。那

么，每罐里面的咖啡净重多少？

【解答】设大罐里面的咖啡重x千克，小罐里面重y千克，还设

两个罐子自身的重量分别是z千克和t千克。那么，得到方程组：

2
1

x z
y t
+ =

 + =
根据已知条件，罐子里面装满了咖啡，那么，里面咖啡的质

量之比就等于它们的体积之比，即跟高的立方成正比，所以
3

3

12 2.02
9.5

x
y
= ≈

即

2.02x y≈

咖啡的净重
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而两个罐子自身的质量之比等于它们的表面积之比，也就是

跟高的平方成正比，所以
2

2

12 1.60
9.5

z
t
= ≈

即

1.60z t≈

把这两个式子分别代入前面的方程组中，得到下面的方程组：

2.02 1.60 2
1

y t
y t

+ =
 + =

解这个方程组，可以得出：

20 0.95
21

0.05

y

t

= =

=

进而得出
1.92
0.08

x
z
=
=

也就是说，如果不算外包装的质量，大罐咖啡的净重是1.92

千克，小罐咖啡的净重是0.95千克。

【题目】晚会上有20个

跳舞的人。玛利亚一共跟7个

男伴跳过舞，奥尔加和8个

男伴跳过，薇拉和9个男伴跳

晚会上有多
少跳舞的
男士
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过……依此类推，尼娜则跟所有的男伴都跳过舞。那么，在晚会

上一共有多少个跳舞的男士？

【解答】解答该题的关键是选择好未知数。假设跳舞的女士

一共有x个，那么，就会有如下的关系：

第（1）位女士玛利亚，跟（6+1）个男伴跳过舞；

第（2）位女士奥尔加，跟（6+2）个男伴跳过舞；

第（3）位女士薇拉，跟（6+3）个男伴跳过舞；

……

第（x）位女士尼娜，跟（6+x）个男伴跳过舞。

由此可以得到下面的方程：

(6 ) 20x x+ + =

解得

x = 7

从而

20 7 13− =

也就是说，跳舞的男士一共有13个。

【题目】一个舰队中有一

艘侦察船，它奉命勘察舰队前

方70英里的海面（图10）。假

侦察船多久
返回
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图10

设舰队的行驶速度是35英里

／小时，侦察船的行驶速度

是70英里／小时。那么，多

长时间之后，这艘侦察船会

再回到舰队之中？

【解答】设x个小时后，

侦察船会再回到舰队中。在这

段时间内，舰队行驶了35x英里，

侦察船行驶了70x英里。这期间，侦

察船在向前行驶了70英里后，又返回来行

驶了一段距离，侦察船与舰队行驶的路程一共为

（70x+35x）英里，这段路程也等于（2×70）英里。所以，可以

得到下面的方程：

70x+35x=140

解方程，可得
11
3

x =

也就是说，经过1小时20分钟后，侦察船就可以回到舰队

之中。

【题目】一个舰队中的侦察船接到命令，要求到整个舰队航

向的前方去执行侦察任务，而且要在3小时之内回到舰队之中。

假设侦察船的速度是60海里／小时，而整个舰队的航行速度是40

海里／小时。那么，侦察船在离开舰队后多长时间就要往回赶？

【解答】设侦察船离开舰队x小时后就得往回赶，也就是

说，侦察船离开舰队向前行驶了x小时，然后又往回行驶了（3 x− ）
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小时。在这x小时里，侦察船和整个舰队是同方向行驶的，所以

它们行驶的路程差就是 60 40 20x x x− = 海里。

侦察船掉头后，它朝着舰队行驶了 60(3 )x− 海里。而在这段

时间里，舰队行驶了 40(3 )x− 海里。根据前面的分析，它们之间

的距离是20x海里。所以

60(3 ) 40(3 ) 20x x x− + − =

解方程得
12
2

x =

也就是说，侦察船必须在离开舰队2小时30分之后掉头往回赶。

【题目】在一个圆形的

自行车赛道上，两个骑自行

车的人都以匀速前进。如果

他们朝相反的方向骑行，每

隔10秒就会相遇一次；如果

他们朝同方向骑行，每隔170秒其中一个人就会追上另一个人。

假设这个赛道的长度为170米，那么，这两个人骑行的速度分别

是多少？

【解答】设第一个人的骑行速度为x米／秒。当两人朝相反

方向骑行时，在10秒的时间里，第一个人前进了10x米。当两人

自行车手的
速度
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相遇时，第二个人前进了赛道剩余的部分，也就是 (170 10 )x− 米。

再设第二个人的骑行速度为y米／秒，那么在10秒内他前进了10y

米。所以，有下面的关系：

170 10 10x y− =

当两个人朝同方向骑行时，在170秒的时间里，他们骑行的距

离分别是170x米和170y米。不妨假设第一个人的速度快些，那么从

第一次追上到下一次追上，第一个人比第二个人多骑了一圈，即

170 170 170x y− =

联立上面的两个方程，得出

17
1

x y
x y
+ =

 − =

容易求出

9
8

x
y
=
=

即第一个人的骑行速度是9米／秒，第二个人的骑行速度是8米／

秒。

【题目】3辆摩托车进行

骑行比赛，其中第二辆摩托

车的速度比第一辆慢15千米／

小时，比第三辆快3千米／小

摩托车比赛
问题
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时。三辆摩托车同时发动，已知第二辆到达终点的时间比第

一辆晚了12分钟，但比第三辆早了3分钟，而且中途都没有

停下来过。

请问：

（1）比赛的全程是多少千米？

（2）每辆摩托车的行驶速度是多少？

（3）每辆摩托车跑完全程花了多长时间？

【解答】初看起来，题目的问题很多，要求的未知数也很

多，事实上，我们只要求出其中的两个，就可以得出所有的未

知数。

设第二辆摩托车的速度x千米／小时。那么，第一辆摩托

车的速度就是（ 15x + ）千米／小时，而第三辆的速度是（ 3x − ）

千米／小时。

再设比赛的路程全长为y千米，则3辆摩托车跑完全程所花的

时间（单位：小时）分别为：

第一辆摩托车：
15

y
x +

第二辆摩托车：
y
x

第三辆摩托车：
3

y
x −

由于第二辆摩托车比第一辆多花了12分钟，也就是
1
5

小时。

所以
1

15 5
y y
x x
− =

+

而第三辆摩托车比第二辆多花了3分钟，也就是
1
20

小时，

所以
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1
3 20

y y
x x

− =
−

在第二个方程的两边乘以4，然后分别减去第一个方程的两

边，可以得到

4( ) 0
15 3

y y y y
x x x x
− − − =

+ −

很显然， 0y ≠ ，把上面的方程用y除并去分母后，可以得到

( 15)( 3) ( 3) 4 ( 15) 4( 15)( 3) 0x x x x x x x x+ − − − − + + + − =

去掉括号，化简可得

3 225 0x − =

解得

75x =

把x的值代入第一个方程，得到

1
75 75 15 5
y y
− =

+

解得

90y =

根据x与y的值，很容易求出这3辆摩托车的速度依次为：

90千米／小时，75千米／小时和72千米／小时；而比赛的全

程为90千米。

进而可以求出3辆摩托车跑完全程所花的时间依次为：1小

时，1小时12分和1小时15分。
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【题目】一辆汽车从A城

开往B城，它的行驶速度是60

千米／小时。之后它又以40

千米／小时的速度从B城返回

A城。那么，它的平均速度是

多少？

【解答】初看起来，这个题目似乎很简单，很容易把大家引

到错误的方向上去。很多人没有真正理解题目的意思，而是直接

求60和40这两个数的算术平均值，即

60 40 50
2
+

=

如果汽车在来回的路上所花的时间相等，这个答案是正确

的。但是，这是不可能的，因为它行驶的速度不一样，所以从B

城返回A城时所花的时间肯定比较长。

其实，我们仍然可以通过方程来求解这个题目。设这两

个城市之间的距离为l，所求的平均速度为x，则可以得到下面

的方程

2
60 40

l l l
x
= +

显然， 0l ≠ ，在方程的两边都除以l，得到

汽车的平均
行驶速度
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2 1 1
60 40x

= +

容易求得
2 481 1

60 40

x = =
+

即正确的答案是48千米／小时，而不是50千米／小时。

如果把上面的两个速度都用字母表示，去时的速度为a千

米／小时，回来时的速度为b千米／小时，则所求的x值为
2

1 1x

a b

=
+

在代数上，把这个值称为a与b的调和平均值。

可见，汽车的平均行驶速度并不是算术平均值，而是两个速

度的调和平均值。当a和b都为正值时，调和平均值总是比算术平

均值
2

a b+
要小，就像上面所举的例子一样。

随着科技的进步，计算机技

术得到了飞速发展，现在来探讨

一下老式计算机是如何工作的，

然后用老式计算机来求解方程。

在前面的章节中我们知道，计算

机能完成很多任务，比如下象棋，计算机还可以完成一些其他的任务，比

老式计算机
的工作原理
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如进行语言的翻译，甚至演奏出美妙的乐曲等。只要事先编写好程序，计

算机就会按照这些程序来工作。

在此我们不打算去研究那些下象棋或者翻译的程序，因为它们相当复

杂。我们只介绍两个比较简单的程序，看看计算机是如何工作的。在此之

前，先来看一下计算机的构造。

我们已经知道，计算机可以在1秒内完成上万次的运算。在计算机

中，完成这一功能的装置称为运算器。另外，计算机还包括控制器和记忆

装置——存储器，常用存储器来存放数据或者信号。当然，计算机还包括

一些用来输入、输出的装置。通常来说，这些结果都通过打印机打印到卡

片或者纸张上。

我们可以把声音记录在唱片或者胶卷上，以便以后重新播放。但

是，如果在唱片上录音，通常只能录一次，唱片不能反复录音。有时

候，我们还会把声音记录在磁带上。磁带有一个好处，可以擦掉重

新录。在同一根磁带上可以重复录音，只需要把以前的录音擦掉就可

以了。

计算机的记忆装置就是根据以上的原理进行工作的。数据以及电、

磁、机械等信号，被写在专用的硒鼓、磁带或者别的记忆装置上。当需要

这些数据或者信号的时候，就把它们“读”出来。当不需要以前的数据和

信号时，就可以把它们擦掉，再写上新的数据和信号。对于计算机来说，

完成这些操作只需要不到0.1秒。

存储器由几千个单元组成，而每个单元又包含几十个用来存储的元

件，比如磁性元件。计算机存储的都是二进制数，我们规定数字“1”用

磁化了的元件表示，数字“0”用没有磁化的元件表示。比如，一个存储

单元（表示一个二进制数）由25个元件组成，通常用第一个元件表示这个

数的符号，即正或负，接下来的14个元件用来存储这个数的整数部分，后
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面的10个元件用来存储小

数部分。如 图11 所示，这

是一个简单的存储器，它由

两个单元组成，每个单元有25

个元件。“+”号表示磁化了的元

件，“－”号表示没有磁化的元件，此

外，一般用逗号表示小数点。在图11中上边的

单元中，用虚线把表示符号的第一位和其他位分开，我们可以读出这个二

进制数为+1011.01，如果换算成十进制数，就是11.25。

在存储单元中，除了数据，还可以写入指令，程序就是由这些指令组

成的。下面，我们就来看一下通常所说的三地址计算机的指令。为了写入

指令，通常把存储单元分成4部分，如图11中下面的单元所示，每段用虚

线隔开。第一部分表示操作，它是以数的形式写在存储单元里的。例如：

加——操作Ⅰ，

减——操作Ⅱ，

乘——操作Ⅲ，

……

可以这么理解指令：存储单元中的第一部分为操作码；第二部分和第

三部分为编号，或者说地址码，要想进行操作，就需要从这两部分中取出

需要的数；第四部分是用来存放运算结果的地址码。例如，在图11的下行

中写进的二进制数是11，11，111，1011，换算成十进制数就是3，3，7，

11，它们的意思是：对3号和7号存储单元中的数执行操作Ⅲ，也就是进行

乘法运算，最后得出的结果写入11号存储单元中。

如果不用二进制数，而是直接用十进制数，那么要执行上面的指令，

就可以写成下面的形式：

图11
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乘  3  7  11

下面，我们来看两个非常简单的程序。

程序1：

（1）加    4   5  4

（2）乘    4   4  →

（3）转移         1

（4）0

（5）1

那么，计算机是如何工作的呢？从这里可以看出，在计算机的前5个

存储单元中，存放着上面的数据和指令。

第1条指令：把存放在4号和5号存储单元中的数进行加法运算，然后

把计算结果送回到4号单元中，覆盖掉原来的数据。也就是说，把0+1的结

果“1”写入4号存储单元。这样，第一条指令就完成了，这时候，4号和5

号存储单元里的数据就变为：

（4）        1

（5）        1

第2条指令：把存放在4号单元中的数据“1”跟自己相乘，也就是

进行平方运算，然后把结果1输出到卡片上（这里的箭头“→”表示输

出）。

第3条指令：转移到1号单元。这里用到了一个转移指令，它的意思

是，返回第1条指令，重复执行每一条指令。

第1条指令：把存放在4号和5号存储单元中的数进行加法运算，把结

果送回到4号单元中。现在4号单元中的数据变成了2，即

（4）        2

（5）        1
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第2条指令：把存放在4号单元中的数据“2”跟自己相乘，把结果4输

出到卡片上。

第3条指令：转移到1号单元，重复执行第1条指令。

第1条指令：把数据“3”送到4号单元中，即

（4）        3

（5）        1

第2条指令：把32= 9输出到卡片上。

第3条指令：转移到1号单元。

……

从以上的分析可以看出，机器依次对整数进行平方运算，并把结果输

出到卡片上。我们不需要自己动手来写计算出的数据，机器会自动取出所

有的整数，并把它们进行平方运算。通过这个程序，机器可以在很短的时

间内完成1到10000的平方运算。

需要指出的是，这里我们把程序进行了简化，实际程序比刚才列出来

的要复杂得多。特别是在第2条指令中，机器把结果输出到卡片上需要的

时间比计算一次所用的时间多得多。所以，通常先把结果寄存到一些空的

存储单元中，然后再慢慢地输出到卡片上。在上面的例子中，第一次运算

出的结果寄存到1号空单元中，第二次的结果寄存到2号空单元中，第三次

的结果寄存到3号空单元中，等等。在前面的程序1中，我们并没有把这一

点考虑进去。

除此之外，由于存储单元是有限的，所以机器不可能无休止地进行这

种平方运算。在上面的程序中，我们无法确定机器是否已经完成了我们需

要的数据，所以，这就需要在程序中增加一条指令，使机器在需要的时候

能够及时停止程序的运行。比如，我们希望机器完成从1到10000的平方运

算后自动停止。
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当然，很多指令要复杂得多，这里就不介绍了。

下面的程序就是用来对1到10000中所有整数进行平方运算：

程序1（a）：

（1）  加          　  8    9    8

（2）  乘          　  8    8    10

（3）  加          　  2    6    2

（4）  条件转移    8    7    1

（5）  停

（6）                　  0    0    1

（7）  10000

（8）  0

（9）  1

（10） 0

（11） 0

（12） 0

第1条和第2条指令跟前面的程序1一样，执行完这两条指令后，8，

9，10号单元中的数据将是：

（8）  1

（9）  1

（10） 12

第3条指令：这条指令很有趣，它对2号和6号单元中的数进行相加，

然后把结果送到2号单元，这样，2号单元中的数据就变成：

（2）  乘          　  8    8    11

也就是说，执行完第3条指令后，第2条指令中有一个地址变了。在后

面我们会说明这么做的原因。
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第4条指令：这里的“条件转移”就相当于前面程序1中的第3条指

令，该指令是这样操作的：如果8号单元中的数据比7号单元中的数据小，

就返回到第1条指令；否则，就执行下面的第5条指令。由于现在的情形是 

1<10000，所以，继续执行第1条指令。

执行完第1条指令后，8号单元中的数据变为2。

现在第2条指令中的内容为：

（2）  乘                    8    8    11

它的意思是：把22送到11号单元中。现在我们可以看出为什么有第3条

指令了，因为10号单元被占用了，所以新产生的数据22不能再送到10号单

元，而是送到下一个单元中。执行完第1条和第2条指令后，8至11号单元

中的数据变为：

（8）  2

（9）  1

（10） 12

（11） 22

执行完第3条指令后，2号单元中的指令变为：

（2）  乘                    8    8    12

这时候，8号单元中的数据仍然比7号单元中的“10000”小，所以，

继续执行第1条指令。

执行完第1条和第2条指令后，8号至12号单元中的数据变成：

（8）  3

（9）  1

（10） 12

（11） 22

（12） 32
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……

只要8号单元中的数据比7号单元中的“10000”小，程序就会一直执

行下去，只有当8号单元中的数据变成“10000”时，也就是把从1到10000

中所有的整数进行了平方运算，程序才会停止执行。这时，由于8号单元

中的数据不再小于7号单元中的“10000”，所以，第4条指令不再转移到1

号单元，机器会往下执行第5条指令：停止。

下面来研究一个复杂些的程序：解方程组。为简单起见，这里只列出

一个简化的程序，如果读者朋友对此感兴趣，可以自己写出这个程序。

假设有一个方程组：
ax by c
dx ey f

+ =
 + =

这个方程组并不难求解，容易得出：
ce bfx
ae bd

−=
−

af cdy
ae bd

−=
−

一般情况下，手动求解这个方程组至少需要几十秒的时间。但如果交

给计算机，它可以在1秒的时间里完成几百个这类方程组的求解。

下面，我们就来看一下求解方程组的程序。假设有很多个方程组，

如  图12 所示，方程组中的 , , , , , , , ,a b c d e f a b c′ ′ ′都是已知数。程

序如下：

程序2：

         （1）× 28 30 20    

     （2）× 27 31 21       

  （3）× 26 30 22    

（4）× 27 29 23    

图12
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（5）× 26 31 24

（6）× 28 29 25

（7）－ 20 21 20

（8）－ 22 23 21

（9）－ 24 25 22

（10）÷ 20 21 →

（11）÷ 22 21 →

（12）+ 1 19 1

（13）+ 2 19 2

（14）+ 3 19 3

（15）+ 4 19 4    

（16）+ 5 19 5

（17）+ 6 19 6

（18）转移  1

（19） 6 6 0

（20） 0

（21） 0

（22） 0

（23） 0

（24） 0

（25） 0

（26） a

（27） b

（28） c

（29） d
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（30） e

（31） f

（32） a′

（33） b′

（34） c′

（35） d′

（36） e′

（37） f′

（38） a′′

……

第1条指令：把28号和30号单元中的数据进行乘法运算，把得到的乘

积送入20号单元。也就是说，把数据ce写入20号单元。

然后，按顺序执行第2条到第6条指令。执行完这5条指令后，20号到

25号单元中的数据变成：

（20） ce

（21） bf

（22） ae

（23） bd

（24） af

（25） cd

第7条指令：用20号单元中的数据减去21号单元中的数据，然后把结

果（ce-bf）送到20号单元中。

依次执行第8条和第9条指令。于是，20号至22号单元中的数据变成：

（20） ce－bf

（21） ae－bd
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（22） af－cd

第10条和第11条指令：进行除法运算
ce bf
ae bd

−
−

af cd
ae bd

−
−

并把结果输出到卡片上，这就是上面方程组的解。

这样，就解出了第一个方程。读者可能会问，既然已经解出了方程，

那后面的指令是干什么用的？其实，后面的指令是用来求解后面的方程组

的。我们不妨再来看看这个过程是如何进行的。

第12条到第17条指令的意思是，把1号到6号存储单元中的数与19号单

元中的数进行加法运算，并把结果送到1号至6号单元中。执行完这些指令

后，1号到6号单元变为：

（1）× 34  36 20

（2）× 33 37 21

（3）× 32 36 22

（4）× 33 35 23

（5）× 32 37 24

（6）× 34 35 25

第18条指令：转移至1号单元。

可以看出，1号到6号单元中的内容变化了，那它们跟原来的内容区别

在哪儿呢？在这些单元中，原来的地址编号为26至31，现在变成了32至

37。也就是说，机器会重复刚才的运算，但是，这次不再从26号至31号单

元中提取数据，而是从32号至37号单元中提取，这里存放着第二个方程组

的系数。这样，机器就会把第二个方程组解出来。同样的道理，可以解出
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第三个、第四个……依此类推。

从以上的讨论可以看出，程序编写得是否正确，对于解决问题非常重

要。机器本身一无所知，它仅仅是按照程序来执行。除了上面求解方程组

的程序，还有开方的程序、求对数的程序、求正弦的程序、求解高次方程

的程序等。前面的章节中，我们还提到了下象棋的程序、翻译的程序等。

很多程序都可以用机器解决，问题越难，程序也越复杂。

本节的最后，我们还要说明一点，有一种程序，可以用它来编写程

序。借助这个程序，机器可以自动编写出一些解题程序来，这样就大大减

轻了人们的负担，要知道，编写程序是一项很繁重的工作。
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Chapter 3
 算术的好帮手

——速乘法
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对算术来讲，要想严格证明

其中某些判断是否正确，并不能

依靠它自身进行，这就需要用到

代数的方法。比如说，有些简便

的算法，某些数字的有趣特性，

判断一个数是否能被整除，等

等，这些算术命题往往需要用代数方法来进行证明。

为了简化计算，运算熟练的人常常借助一些简单的代数变换来减少计

算量，比如要计算 2988 。

可以用以下方法计算：

9882＝988×988

        ＝（988＋12）（988－12）＋122

        ＝1000×976＋144＝976144

很明显，此处用到了如下的代数变换：

2 2( )( )a a b a b b= + − +

有了上面的公式，我们可以进行很多类似的运算。比如

2 227 (27 3)(27 3) 3 729= + − + = ，

2 263 (63 3)(63 3) 3 3969= + − + = ，

2 218 20 16 2 324= × + = ，

2 237 40 34 3 1369= × + = ，

2 248 50 46 2 2304= × + = ，

2 254 58 50 4 2916= × + = 。

了解速乘法
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再看一个例子，计算986 997× 。

可以通过以下方式计算：

986 997 (986 3) 1000 3 14 983042× = − × + × =

以上算法的依据是什么呢？在上面的计算中，我们进行了下面的

变换：

986 997 (1000 14) (1000 3)× = − × −

按照代数法则，把上面的括号去掉，就变成：

1000×1000－1000×14－1000×3＋14×3

接着进行变换：

1000×1000－1000×14－1000×3＋14×3

                         ＝1000×（1000－14）－1000×3＋14×3

                         ＝1000×（986－3）＋14×3

最后一行就是前面的算式。

如果相乘的两个三位数的十位和百位相同，而个位之和等于10，那么

它们的乘法很有意思。来看一个例子，比如计算 783 787× 。

可以这样计算：

78 79 6162× =

3 7 21× =

所以，上面乘法的计算结果就是616221。

这种算法的依据又是为什么呢？通过下面的算式就可以看明白了：

( )( )

( )

780 3 780 7 780 780 780 3 780 7 3 7
780 780 780 10 3 7
780 780 10 3 7
780 790 21
616200 21

+ + = × + × + × + ×

= × + × + ×

= + + ×

= × +
= +                            

( )( )

( )

780 3 780 7 780 780 780 3 780 7 3 7
780 780 780 10 3 7
780 780 10 3 7
780 790 21
616200 21

+ + = × + × + × + ×

= × + × + ×

= + + ×

= × +
= +

（

（

（ ））

）
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关于这类数的乘法，还有另一种简单的计算方法：

787×783＝（785－2）×（785＋2）

＝7852－22

＝616225－4

＝616221

只不过在这个方法中，需要计算785的平方。

如果一个数的末位是5，那么，可以用下面的方法计算它的平方，比如

235 ：3 4 12× = ，结果是1225；
265 ： 6 7 42× = ，结果是4225；
275 ： 7 8 56× = ，结果是5625。

以上方法的计算规则为：把这个数的十位数乘以比它大1的数写在前

面，然后在后面写上25。

我们可以对此进行严格的证明。假设这个数的十位数是a，那么这个

数可以表示为：

10 5a +

这个数的平方就是：

2100 100 25 100 ( 1) 25a a a a+ + = + +

式子中的 ( 1)a a + 就是十位数和比它大1的数的乘积，得到的结果乘以

100再加上25，就相当于在前面的乘积后面直接写上25。

如果一个整数后面带一个
1
2
，那么，也可以用上面的方法来求平方。比如

2 21 1(3 ) 3.5 12.25 12
2 4

= = =（   ）

2 21 1(7 ) 7.5 56.25 56
2 4

= = =（   ）

21 1(8 ) 72.25 72
2 4

= =（   ）
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末位是1或者5的数累乘，得

出的结果末位也是1或者5。对于

这一性质，相信读者朋友也已经

注意到了。那么，如果这个数的

末位是6呢？会是什么情形？其

实，如果一个数的末位是6，那么这个数的任何次方得出的结果末位仍然

是6。

比如

246 = 2116
346 =97336

可以看出，如果一个数的末位是1，5或者6，它们都有同样的特性。

对于这一特性，我们可以用代数方法进行证明。

对于末位是6的数，可以把它表示成：

（10 6a + ）或者（10 6b + ）

其中，a和b可以是任意整数。

那么，这两个数的乘积就是：

(10 6)(10 6) 100 60 60 36
10(10 6 6 ) 30 6
10(10 6 6 3) 6

a b ab a b
ab a b
ab a b

+ + = + + +
= + + + +
= + + + +                                                    

(10 6)(10 6) 100 60 60 36
10(10 6 6 ) 30 6
10(10 6 6 3) 6

a b ab a b
ab a b
ab a b

+ + = + + +
= + + + +
= + + + +

由此可见，如果两个数的末位都是6，那么它们的乘积是一个10的倍

数字1，5和
6的特性
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数与6的和，所以，所得结果的末位必定是6。

同样的道理，我们可以证明末位是1或者5的情形。

所以，我们可以快速得出下面的结论：

2567386 的末位数是6，
723815 的末位数是5，

1732491 的末位数是1，

……

在前面一节中，我们讲到了

末位是1，5或者6的数的特性，对

于末两位是25或者76这样的数，

也有同样的性质。也就是说，任

何两个末两位是25的数相乘，结

果的末两位也是25；如果末两位是76，乘积结果的末两位也是76。

下面，就来证明以上结论。把末两位是76的两个数表示为

（100 76a + ）和（100 76b + ）

那么，它们的乘积就是

(100 76)(100 76)
10000 7600 7600 5776
10000 7600 7600 5700 76
100(100 76 76 57) 76

a b
ab a b
ab a b

ab a b

+ +
= + + +
= + + + +
= + + + +

(100 76)(100 76)
10000 7600 7600 5776
10000 7600 7600 5700 76
100(100 76 76 57) 76

a b
ab a b
ab a b

ab a b

+ +
= + + +
= + + + +
= + + + +

数25和76的
特性
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从上式可以看出，这个结果的末两位仍然为76。

所以，只要一个数的末两位是76，那么，它的任何次方的末两位仍然

是76，比如

2376 141376=
3576 191102576=

类似于上面的特征，还有一

些由多位数字组成的长串数尾，

在经过连乘后仍保持不变，而

且，这些数尾的长度甚至可能是

无限的。

我们已经知道，具有这种特性的两位数有25和76，那么，有没有具有

这种特性的3位数呢？我们可以通过下面的方法来寻找。

假设在76的前面的数字为k，那么这个3位数可以表示为下面的

形式：

100 76k +

于是，以这个3位数为末尾的数就可以表示为（1000 100 76a k+ + ），

（1000 100 76b k+ + ），等等。

那么，它们的乘积就是

2

(1000 100 76)(1000 100 76)
1000000 100000 100000 76000

76000 10000 15200 5776

a k b k
ab ak bk a
b k k

+ + + +
= + + +

+ + + +

无限长的
“数”
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2

(1000 100 76)(1000 100 76)
1000000 100000 100000 76000

76000 10000 15200 5776

a k b k
ab ak bk a
b k k

+ + + +
= + + +

+ + + +                        2

(1000 100 76)(1000 100 76)
1000000 100000 100000 76000

76000 10000 15200 5776

a k b k
ab ak bk a
b k k

+ + + +
= + + +

+ + + +

从上面的式子可以看出，除了最后两项，前面的各项都是1000的倍

数，也就是说，每项后面都有3个0。那么，如果以下两项之差，即

15200 5776 (100 76)k k+ − +

能被1000整除，那么，所得乘积的末尾就还是（100 76k + ）。而上面的式

子为

15100 5700 15000 5000 100( 7)k k k+ = + + +

很明显，当k = 3时，上式可以被1000整除。

所以，所求的3位数是376。也就是说，376的任何次方得出的数一定

以376为末尾，比如

2376 141376=

同样的方法，可以找到符合条件的4位数。假设376的前面的数字为l，

那么，问题就变为：当l等于几的时候，下面的乘积

(10000 1000 376)(10000 1000 376)a l b l+ + + +

以（1000 376l + ）为末尾？把上式的括号去掉，并把10000的倍数的项舍

去，最后剩下下面两项：

752000 141376l +

上式与（1000 376l + ）的差为

752000 141376 (1000 376)
751000 141000
750000 140000 1000( 1)

l l
l
l l

+ − +
= +
= + + +

752000 141376 (1000 376)
751000 141000
750000 140000 1000( 1)

l l
l
l l

+ − +
= +
= + + +

只有当上面这个数可以被10000整除的时候，所得乘积的末尾才是

（1000 376l + ）。很明显，这时候 9l = 。

也就是说，所求的4位数是9376。



95

同样的方法，我们可以求出满足这一条件的其他多位数，比如说，5

位数09376，6位数109376，7位数7109376，等等。

只要在这些数的前面加上一位，就可以一直计算下去，从而得到一个

无限多位的这样的“数”：

……7109376

对于这样的数来说，同样可以进行一般的加法或者乘法运算，因为这

些数是从右向左写的，而加法或乘法的竖式运算也是从右向左进行的。并

且，当两个这样的数进行加法或乘法运算时，它们的和或者乘积可以去掉

任意多的数字。

更加有意思的是，对这个无限长位数的“数”而言，下面的方程是

成立的：

2x x=

这看起来有点不可思议，但确实如此。由于这个数的末尾为76，所以

它二次方的末尾也应该是76。同样，我们可以得出，这个数二次方的末尾

也可以是376，或者是9376，等等。也就是说，这个“数”的二次方中逐

个减去一些数字，就可以得到一个与x＝……7109376相同的数。所以，我

们可以得出结论：

2x x=

以上分析了以76为末尾的“无限长”的数。同样的方法，我们可以找

出以5为末尾的这类数，它们是

5，25，625，0625，90625，890625，2890625

最后也可以得到一个满足 2x x= 的无限多位的“数”：

……2890625

而且，这个无限多位的“数”还“等于”：
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( )( )
2225 

 
 



( )( )
2225 

 
 



可以这样说明这个数：在十进制中，除x＝0和x＝1外，方程 2x x= 还

有两个无限的解：

1 7109376x = ， 2 2890625x =

很久以前，有这样一个

故事：有两个商人，以贩卖

牲畜为生。如果把他俩共有

的牛都卖掉，每头牛卖得的

钱数正好等于牛的总数。如

果用卖牛的钱买一群羊，每只大羊的价格是10卢布，这样还剩下

一个零头，又买了一只小羊。他俩把买来的羊进行了平分，其中

第一个人比第二个人多了一只大羊，但是第二个人得到了那只小

羊，而且还从第一个人那儿找补了一点钱。假设找补的钱是整

数，那么，找补了多少钱呢？

【解答】这个问题并不能直接变换成代数语言来解答，因为

无法列出方程。在此考虑一种特殊的方法，即所谓的数学思考。

不过，我们仍然可以借助代数这个工具。

根据题意，每头牛的价格n等于牛的总数n，所以卖得的总钱

数应该是 2n 。另外，由于第一个人多得了一只大羊，所以大羊的

一个关于补
差的古代
民间题目
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总数应该是一个奇数。而每只大羊的价格是10卢布，所以我们可

以得出， 2n 的十位数字应该是奇数。那么，题目就变成：如果一

个数的平方的十位数字是奇数，那么它的个位数字是多少？

容易证明，这个平方数的个位数字是6，只有它才能满足上

面的条件。

事实上，对于任何一个以a为十位数字、以b为个位数字的

数，它的平方
2(10 )a b+ = 2 2 2 2100 20 (10 2 ) 10a ab b a ab b+ + = + + +

2 2 2 2100 20 (10 2 ) 10a ab b a ab b+ + = + + +×

在这个数中，（ 210 2a ab+ ）和 2b 都可能含有十位数字的一

部分，但是，很明显前面一部分是偶数，所以只有一种可能：包

含在在 2b 中的十位数字是奇数。只有这样， 2(10 )a b+ 中的十位数

字才是奇数。而b是这个数的个位数字，它只有一位数字，所以

这个b2只能是下面这些数中的其中一个：

0，1，4，9，16，25，36，49，64，81

在上面的数中，只有16和36的十位数字是奇数，巧合的是，

这两个数都以6为尾数，所以 2(10 )a b+ 的平方（ 2 2100 20a ab b+ + ）

一定以6作为末位数字，只有这时候，十位数字才是奇数。

这样，就可以得出，买小羊花了6卢布。而大羊的价格是

每只10卢布，所以，如果不找补钱，得到小羊的人就损失了4卢

布，要想公平，第一个人就应该找补给第二个人2卢布。



98

利用代数，我们可以不用进

行除法运算，就能判断一个数是

否能被另一个数整除。我们都

知道如何判断一个数是否能被

2，3，4，5，6，7，8，9，10整

除，如果要判断一个数是否能被11整除呢？这里介绍一个既简单又实用

的方法。

假设要判断的这个多位数为N，它的个位数字是a，十位数字是b，百

位数字是c，千位数字是d，等等。即

10 100 1000
10( 10 100 )

N a b c d
a b c d

= + + + +
= + + + +





10 100 1000
10( 10 100 )

N a b c d
a b c d

= + + + +
= + + + +



…

…

从这个数中减去一个11的倍数 …11( 10 100 )b c d+ + +11( 10 100 )b c d+ + + ，得到的差值为

…10( 10 )a b c d− − + +10( 10 )a b c d− − + +

显然，这个差值除以11得到的余数等于N除以11得到的余数。将这个

差值加上一个11的倍数 …11( 10 )c d+ +11( 10 )c d+ + ，得到下面的数

…10( )a b c d− + + +10( )a b c d− + + +

那么，这个数除以11得到的余数也等于N除以11得到的余数。同样的

道理，再从这个数中减去一个11的倍数 …11( )d +11( )d + ，如果一直这样进行下

去，就会得到下面的结果

能被11
整除的数
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( ) ( ) ( )a b c d a c b d− + − + = + + − + +  ( ) ( ) ( )a b c d a c b d− + − + = + + − + +  ( ) ( ) ( )a b c d a c b d− + − + = + + − + +  ( ) ( ) ( )a b c d a c b d− + − + = + + − + +  ( ) ( ) ( )a b c d a c b d− + − + = + + − + +  

这个数除以11得到的余数也等于N除以11得到的余数。

这样，我们就得到了判断一个数能否被11整除的方法：求出这个数所

有奇数位的数字之和，减去这个数所有偶数位的数字之和，如果这个差为

0或者为11的倍数，那么这个数就能被11整除，否则就不能被11整除。

举例来说，用上面的方法判断一下87635064是否能被11整除。

这个数奇数位的数字之和是

4+0+3+7=14

偶数位的数字之和是

6+5+6+8=25

它们的差是

14－25＝－11

所以，这个数能被11整除。

除了上面的方法外，要判断一个不是很大的数能否被11整除，还可以

用下面的方法：把这个数自右到左每两位数作为一个整体进行划分，然后

把分出来的数相加，如果加起来的和能被11整除，那么这个数就能被11整

除。反之，则不能被11整除。比如说，要判断528是否能被11整除，可以

把这个数分成两部分：5和28，它们的和是

5+28=33

很明显，33能被11整除，所以528也能被11整除。实际上

528÷11=48

下面来证明一下这个方法。假设这个多位数是N，将其自右至左每两

位数作为一个整体进行划分后，得到的数依次为a，b，c，…则N的形式可

以表示如下
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100 10000 100( 100 )N a b c a b c= + + + = + + + 100 10000 100( 100 )N a b c a b c= + + + = + + + 100 10000 100( 100 )N a b c a b c= + + + = + + + 

如果把这个数减去一个11的倍数99( 100 )b c+ +99( 100 )b c+ +，差值就是

( 100 )a b c+ + +( 100 )a b c+ + +

那么，这个差值除以11得到的余数应该等于N除以11得到的余数。同

样，再从这个差值中减去一个11的倍数 99( )c +99( )c + ，如果一直这样进行下

去，就会得出下面的结论： N除以11得到的余数等于下面这个数

a b c+ + +

除以11得到的余数。

问题得证。

【题目】一辆汽车违反

了交通规则，恰巧被3个学数

学的大学生看到了。他们并

没有记住车牌号码，只知道

这是一个4位数。不过，他们

记住了这个车牌号码的一些特点：第一个人记得这个号码的前两

位相同，第二个人记得这个号码的后两位也相同，第三个人记得

这个号码正好是一个数的平方。根据这些特点，你可以推算出这

个号码是多少吗？

【解答】假设这个车牌号码的第一位数字（与第二位相同）是

逃逸汽车的
车牌号
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a，第三位数字（与第四位相同）是b，那么这个数就可以表示为

1000 100 10 1100 11 11(100 )a a b b a b a b+ + + = + = +

很明显，这个数可以被11整除。又因为这是一个数的平方，

所以它一定也可以被 211 整除。也就是说，（100a b+ ）可以被11整

除。根据前面判断一个数是否能被11整除的方法，我们知道，

（a b+ ）应该也可以被11整除。而a和b都是小于10的数，所以只

能是

11a b+ =

又因为这个号码是一个数的平方，而b是这个数的末位数

字，所以b只可能是下面数字中的一个：

0，1，4，5，6，9

而 11b a= − ，所以a就是下面数字中的一个：

11，10，7，6，5，2

其中，11和10都不符合条件，可以舍去，从而a和b只可能是

下面的组合：

7, 4;a b= = ；

6, 5;a b= = ；

5, 6;a b= = ；

2, 9;a b= = 。

也就是说，车牌号码可能是下面中的其中一个：

7744，6655，5566，2299

在这4个数中，6655只能被5整除，却不能被25整除；5566只

能被2整除，不能被4整除；2299=121×19；所以，这3个数都不

可能是一个数的平方。这样，只有第一个数满足条件： 27744 88= 。
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所以，这个车牌号码是7744。

下面我们来讨论如何判

断一个数是否能被19整除。

首先 给 出 结 论 ， 然 后 进 行

证明。

一个数能被19整除的充

分必要条件是：这个数划去个位数字之外的数加上个位数字的2

倍，得到的结果是19的倍数。

【解答】对于任意的数N，都可以表示为

10N x y= +

其中，x表示这个数除了个位数字之外的数，y表示个位数

字。下面来证明，N能被19整除的充分必要条件是

2N x y′ = +

是19的倍数。

在上式的两边都乘以10，并减去N，则有

10 10( 2 ) (10 ) 19N N x y x y y′ − = + − + =

可以看出，如果 N ′为19的倍数，则

10 19N N y′= −

也能被19整除；反之，如果N能被19整除，则

能被19整除
的数
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10 19N N y′ = +

就是19的倍数，那么 N ′就能被19整除。

举例来说，用上面的方法判定数47045881是否能被19整除。

如下所示，我们可以连续使用上面的判定方法：
4704588 1

2

47045 90
1 8

4706 3
6

471 2
4

47 5
1 0

5 7
14

19

4704588 1
2

47045 90
1 8

4706 3
6

471 2
4

47 5
1 0

5 7
14

19

4704588 1
2

47045 90
1 8

4706 3
6

471 2
4

47 5
1 0

5 7
14

19

4704588 1
2

47045 90
1 8

4706 3
6

471 2
4

47 5
1 0

5 7
14

19

4704588 1
2

47045 90
1 8

4706 3
6

471 2
4

47 5
1 0

5 7
14

19

4704588 1
2

47045 90
1 8

4706 3
6

471 2
4

47 5
1 0

5 7
14

19

4704588 1
2

47045 90
1 8

4706 3
6

471 2
4

47 5
1 0

5 7
14

19
很明显，19能被19整除，所以47045881能被19整除。

同样的方法，我们可以得出：57，475，4712，47063，

470459，4704590，47045881都能被19整除。
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【题目】法国著名的数

学家苏菲· 热门提出了下面

的题目：

证明以（ 4 4a + ）为形式的

数必定是合数，其中 1a ≠ 。

【解答】（ 4 4a + ）可以表示为

4 4 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2

4 4 4 4
( 2) 4
( 2) (2 )
( 2 2 )( 2 2 )

a a a a
a a
a a
a a a a

+ = + + −

= + −

= + −

= + + + −

从上式可以看出，（ 4 4a + ）可以表示为两个因数之积。而
2 22 2 ( 1) 1a a a+ − = − + ， 1a ≠ ，所以这两个因数都不等于1，而且

也不等于（ 4 4a + ），也就是说，（ 4 4a + ）是合数。

苏菲·热门
的题目
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素数有无穷多个。素数是大

于1的整数，而且满足下面的条

件：除了1和它自身之外，不能被

别的数整除。有时，我们也称素

数为质数。

2，3，5，6，11，13，17，19，23，31，…都是素数，素数有无穷多

个，可以一直写下去。在这些素数之间的数都是合数，素数把自然数分成

了长短不一的合数区段。那么，这些合数区段的长度有多长呢？有没有可

能在某个地方，存在着连续的1000个合数，在这1000个合数中间没有素数

存在呢？

其实，这是存在的。我们甚至可以证明，在素数之间，存在着任意长

度的连续合数区段。

为便于讨论，我们引入阶乘符号n!，n!表示从1到n这些整数的连乘。

例如，5！＝1×2×3×4×5。下面，我们就来证明，下面这个数列

[( 1)! 2], [( 1)! 3], [( 1)! 4], [( 1)! ( 1)]n n n n n+ + + + + + + + +，[( 1)! 2], [( 1)! 3], [( 1)! 4], [( 1)! ( 1)]n n n n n+ + + + + + + + +

是n个连续的合数。

很明显，这些数的后一个都比前一个大1，即它们是按自然数的顺序

排列的。下面，来证明这些数都是合数。

首先，看第一个数

合数有多少个
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（n＋1）!＋2＝1×2×3×4×5×…×（n＋1）＋2。

显然，由于两个加数都是2的倍数，所以这是个偶数，当然也是合数。

第二个数

（n＋1）!＋3＝1×2×3×4×5×…×（n＋1）＋3

的两个加数都是3的倍数。所以，它也是合数。

第三个数

（n＋1）!＋4＝1×2×3×4×5×…×（n＋1）＋4

的两个加数都是4的倍数，所以这个数也是合数。

同样的道理，可以证明

( 1)! 5n + +

是5的倍数。

……

也就是说，在这个数列中，每个数都是合数。

举例来说，只要取n=5，我们就可以写出5个连续的合数：

722，723，724，725，276

需要指出的是，这并不是唯一的5个连续的合数，下面的5个数也是连

续的合数：

62，63，64，65，66

下面的5个数也是连续的合数：

24，25，26，27，28

【题目】现在，请读者朋友写出10个连续的合数。

【解答】根据前面的分析，只要取n=10就可以了。所以，第

一个数为

1×2×3×4×5×…×10×11＋2＝39916802
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所以，这10个连续的合数是：

39916802，39916803，39916804，…

不过，这并不是最小的10个连续合数，下面的13个连续的数

只比100大一点，也都是合数：

114，115，116，117，…，126

通过前面一节，我们知道，

存在着任意长度的连续合数区

段。那么，素数列是不是也没有

尽头呢？下面，我们就来证明，

素数的个数是无穷的。

对于这个问题，古希腊的数学家欧几里得已经证明过，并将证明过程

收录于他的著作《几何原本》中。他是通过“反证法”来证明的。假设素

数的个数是有限的，并把最后一个素数记为N，则

1×2×3×4×5×…×N＝N ！

在这个阶乘后面加1，得到

! 1N +

由于这个数大于N，那么根据假设该数是合数，至少存在一个素数可

以整除它。而另一方面，（ ! 1N + ）除了1和它自身之外，不可能被任何数

整除，因为除起来余数永远为1。

这是相互矛盾的。所以，尽管在自然数列中有任意长度的连续合数

素数有多
少个
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列，但在它之后仍能找到无穷多个素数。

尽管我们知道素数行列是没

有尽头的，却还在探索哪些自然

数是素数。那么，有没有最大的

素数呢？要想分析一个自然数是

否是素数，必须进行计算，这个

数越大，计算量也越大。迄今为止，我们所知道的最大素数是

22812 1−

这个数到底有多大呢？如果换算成十进制，大概有700位。人们已经

证明，这个数是素数。

在现实工作中，经常会碰到

一些纯算术运算。有时候，我们

不得不借助一些简单的代数方

法，否则，运算起来非常麻烦。

下面就来看一个例子：

已知的最大
素数

有时不可
忽略的差别
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2
11

90000000000
+

这个数值是多少呢？它有什么意义？在物理学中，这个数在相对论力

学中有重要的意义。按照旧力学理论，如果一个物体同时参与同方向的两

种运动，这两种运动的速度分别是v1和v2，那么总的速度就是（v1＋v2）。

但如果在相对论力学中，这个总速度应该是下面的式子：

1 2

1 2
21

v v
v v
c

+

+

v1＋v2

v1v2

c2

其中，c表示真空中光的传播速度，一般取300000千米／秒。如果v1和

v2都是1千米／秒，那么按照旧力学理论，总速度是2千米／秒，而在相对

论力学中，这个总速度是

2
11

90000000000
+

千米／秒。

这两个结果相差多少呢？从式子中可以看出，这个差别是很小的，

能否用最精确的仪器测量出这个差别来呢？不妨先计算出这个差别到底

有多大。

下面，用两种方法来计算上面的数值，一种是算术方法，一种是代数

方法，看看哪种更简便。先来看算术方法。

把上面的分数变化一下，得到

2
11

90000000000
+

＝
180000000000
90000000001

然后用分子除以分母：
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180 000 000 000 90 000 000 001

90 000 000 001 1.999 999 999 977

89 999 999 999 0
81 000 000 000 9

8 999 999 998 10
8 100 000 000 09

899 999 998 010
810 000 000 009

89 999 998 001 0
81 000 000 000 9

8 999 998 000 10
8 100 000 000 09

899 998 000 010
810 000 000 009

89 998 00



0 001 0
81 000 000 000 9

8 998 000 000 10
8 100 000 000 09

898 000 000 010
810 000 000 009

88 000 000 001 0
81 000 000 000 9

7 000 000 000 10
6 300 000 000 07

700 000 000 03
可以看出，这种方法非常麻烦，不仅费时费力，还很容易弄错。而

且，在计算的时候，必须看清楚最后得到的商中有几个9，到第几位的时

候才变成别的数字。
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下面来看一下如何用代数方法求解这个数值，该方法非常简便。

这里，先引入一个近似等式。如果一个分数a的值非常小，那么

1 1
1

a
a
≈ −

+
这个式子很容易证明，只要在式子的两边都乘以（1 a+ ），就得到

1 (1 )(1 )a a= + −

即

21 1 a= −

由于这里的a非常小，所以 2a 更小，可以忽略掉。

现在来计算一下上面的那个数值：

10

10

2 2
1 1 9 101

90000000000
2(1 0.111 10 )
2 0.000000000222
1.9999999999777

−

=
+ ×+

≈ − ×
= −
=







10

10

2 2
1 1 9 101

90000000000
2(1 0.111 10 )
2 0.000000000222
1.9999999999777

−

=
+ ×+

≈ − ×
= −
=







10

10

2 2
1 1 9 101

90000000000
2(1 0.111 10 )
2 0.000000000222
1.9999999999777

−

=
+ ×+

≈ − ×
= −
=







10

10

2 2
1 1 9 101

90000000000
2(1 0.111 10 )
2 0.000000000222
1.9999999999777

−

=
+ ×+

≈ − ×
= −
=







10

10

2 2
1 1 9 101

90000000000
2(1 0.111 10 )
2 0.000000000222
1.9999999999777

−

=
+ ×+

≈ − ×
= −
=







10

10

2 2
1 1 9 101

90000000000
2(1 0.111 10 )
2 0.000000000222
1.9999999999777

−

=
+ ×+

≈ − ×
= −
=







10

10

2 2
1 1 9 101

90000000000
2(1 0.111 10 )
2 0.000000000222
1.9999999999777

−

=
+ ×+

≈ − ×
= −
=







10

10

2 2
1 1 9 101

90000000000
2(1 0.111 10 )
2 0.000000000222
1.9999999999777

−

=
+ ×+

≈ − ×
= −
=







1 10

10

2 2
1 1 9 101

90000000000
2(1 0.111 10 )
2 0.000000000222
1.9999999999777

−

=
+ ×+

≈ − ×
= −
=







由此可见，计算出的结果是一样的，但后面的方法简便多了。如果读

者对相对论力学感兴趣的话，就知道这个方法对于相关问题的研究具有重

要意义。另外，这个结果告诉我们，常见的物体速度跟光的速度比起来，

简直太小了，在旧的力学理论体系中，物体的速度可以叠加，我们根本感

觉不到这一结果跟实际结果的差别。在上面的结果中，我们算到了小数点

后第十二位数字，实际上即使用最精确的测量仪器也不过测量到小数点后

第九位，一般精确到小数点后第三到第四位就足够了。所以，可以这么

说，在爱因斯坦的相对论力学中，如果物体的运动速度比光速小得多，这

一影响可以忽略不计。不过，在现实生活中，有一些领域需要进行精确的

计算，比如说，在空间研究中，卫星或者火箭的运行速度已经达到10千米

／秒，甚至更多，这时旧力学和相对论力学的差别就显示出来了。在现代
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科技中，这一差别已经体现在很多方面。

我 们 已 经 知 道 ， 代 数

对算术的帮助是很大的。但

有的时候，如果引入代数方

法，反而会使问题变得更加

复杂。数学就是一门方法的

科学，利用它就是为了找到解决问题的简便方法。至于究竟用什

么方法，是用代数的、算术的，还是几何的，我们并不关心。下

面，我们就通过一个例子，来看看引入代数反而使问题变复杂的

情况是什么样的。

找出一个最小的数，使它满足下面的条件：

如果用2除，余1；

如果用3除，余2；

如果用4除，余3；

如果用5除，余4；

如果用6除，余5；

如果用7除，余6；

如果用8除，余7；

如果用9除，余8。

有时算术方
法更简单
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【解答】对于这个问题，有的读者可能会这么想：“这个问

题的方程太多了，根本没法解嘛！”

如果你也这么想，说明你想用代数方法来求解，这样会使问

题非常复杂又不可解。下面，我们用算术方法来求解。

将所求的余数加1，再用2除，余数就是2，也就是说，这个

数可以被2整除。

同样的道理，可以得出：所求的数加1后，也可以被3，4，

5，6，7，8，9整除。所以，这个数最小是

9×8×7×5=2520

而所求的数就是2519。容易证明，这个答案是正确的。
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Chapter 4
丢藩图方程
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【题目】你在商店里看

中了一件衣服，这件衣服的

价格是19卢布。你身上的钱

都是面值为2卢布的，而商店

里的钱都是面值为5卢布的，

那么你该怎么付钱呢？

其实这个题目可以转化为：你应该给商店几张2卢布的钞

票，商店找给你几张5卢布的钞票，使得商店收到的钱数正好是

19卢布。题目要求的未知数有两个：一个是2卢布面值钞票的张

数x，另一个是5卢布面值钞票的张数y。根据题意，只能得到一

个方程，即

2 5 19x y− =

对于上面的方程来说，有无数个解，但是，能否找到x和y都

是正整数的解呢？这并不是件很容易的事，因此才会寻找求解这

类“不定方程”的方法。首次将这种方法引入代数的是古希腊著名

数学家丢藩图，所以，我们也称这类方程为“丢藩图方程”。

【解答】下面，我们就这个例子来说明这类方程的解法。

现在的问题是求方程

2 5 19x y− =

该如何付钱
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的解，其中x和y都是正整数。

首先，把方程进行变形，即

2 19 5x y= +

所以

19 5 19 2
2 2 2

y yx y +
= + = + +

在上式的右边，9和 2y 都是正整数，要想x也是正整数，
1

2
y +

必须是正整数才行。

设
1

2
yt +

= ，则有
9 2x y t= + +

那么

2 1t y= +

2 1y t= −

把前面式子中的y用上式中的（2 1t − ）代替，则有

9 2(2 1) 5 7x t t t= + − + = +

现在来看下面的方程组

5 7
2 1

x t
y t
= +

 = −

可以看出，如果t是整数，x和y就一定是整数。这里的x和y必

须是正整数，也就是说，它们都大于0，即

5 7
2 1

x t
y t
= +

 = −

5 7 0
2 1 0
t
t
+ >
− >

解上面的不等式，得到
75 7 0 5 7
5

12 1 0 2 1
2

t t t

t t t

+ > ⇒ > − ⇒ > −

− > ⇒ > ⇒ >
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所以，t的取值范围是
1
2

t >

由于t是整数，所以t可以取下面的数值：

1,2,3,4,t = ………

对应的x和y的值分别为：

5 7 12,17,22,27,
2 1 1,3,5,7,

x t
y t
= + =
= − =

……
……

…
5 7 12,17,22,27,
2 1 1,3,5,7,

x t
y t
= + =
= − =

……
………

现在，就知道该如何付款了。

你给商店12张2卢布面值的钞票，商店找回你1张5卢布面值

的钞票：

12 2 5 19× − =

或者你给商店17张2卢布面值的钞票，商店找回你3张5卢布

面值的钞票：

17 2 3 5 19× − × =

等等。

从理论上讲，这个题目的解有无数个。但是，对于你和商店

来说，不可能有无穷多的钞票，比如说，你们双方都只有15张钞

票，这时就只有一个解：你给商店12张2卢布面值的钞票，商店

找回你1张5卢布面值的钞票。

在这个题目中，如果条件变一下，比如，你只有5卢布面

值的钞票，而商店只有2卢布面值的钞票，读者可以自己计算一

下，很容易得到下面的解：

5,7,9,11,
3,8,13,18,

x
y
=
=

……
……
…5,7,9,11,

3,8,13,18,
x
y
=
=

……
………
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实际上：

5 5 3 2 19× − × = ，

7 5 8 2 19× − × = ，

9 5 13 2 19× − × = ，

9 5 18 2 19× − × = ，

…

其实不用重新计算，通过借助一点简单的代数方法，就能

从母题的解法中求出上面题目的解。在上面的题目中，你付给商

店5卢布面值的钞票，商店找回2卢布面值的钞票，就相当于你付

了－2卢布面值的钞票，商店找回给你－5卢布面值的钞票。所

以，仍然可以用前面的方程

2 5 19x y− =

来求解。但这里要求x和y都是负数。

所以，由方程组

5 7
2 1

x t
y t
= +

 = −

得到

5 7
2 1

x t
y t
= +

 = −

5 7 0
2 1 0
t
t
+ <
− <

解得

7
5

t < −

取 2, 3, 4, 5,t = − − − − ………就可以得出x和y的值（见下页表格）。

对于第一组解： 3, 5x y= − = − ，意思就是：你付给商店 3−

张2卢布面值的钞票，而商店找回你 5− 张5卢布面值的钞票，换
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句话说，你付给商店

5 张 5 卢 布 面 值 的 钞

票 ， 而 商 店 找 回 你

3 张 2 卢 布 面 值 的 钞

票。对于其他的几组

解，也可以用同样的方法进行解释。

【题目】如 图13 所示，

某商店在检查账本的时候，

发现有两处账目被涂料盖住

了，只能看到一部分。

毛绒布已经卖出去了，

不可能再把它找回来，但是

账本上的数字提供了一些线

索。根据账目上未被盖住的

数字，我们必须把盖住的数

字推测出来。那么，应该如

何推测出这些数字，把账目

记录恢复呢？

【解答】假设一共卖出了x米的毛绒布，那么卖得的钱数就是

恢复账目

t 2− 3− 4− 5−

x 3− 8− 13− 18−

y 5− 7− 9− 11−

（每米价格为49.36卢布）

图13

毛布绒 米

7.28
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4936x 戈比（1卢布＝100戈比）。

在这个总金额中，被涂料盖住了3个数字，只剩下最后3位

“7.28”，假设被盖住的那3个数字组成的3位数是y。我们可以把

这个金额用戈比表示为

1000 728y +

从而得到方程

4936 1000 728x y= +

两边都除以8，得到

617 125 91x y− =

其中x和y都是大于0的整数。跟前面一节中的分析一样，先求出y的值：

617 91 34 85 1
125 125

2(17 4 )5 1
125

5 1 2

x xy x

xx

x t

− −
= = − +

−
= − +

= − +

617 91 34 85 1
125 125

2(17 4 )5 1
125

5 1 2

x xy x

xx

x t

− −
= = − +

−
= − +

= − +

通过这种方法，把上式进行了简化。由于x，y都是整数，所

以 17 4
125

x t−
=

2（17 4
125

x t−
=

）也必须是整数。而2不能被125整除，所以
(17 4 )

125
x−
必

须是整数，在上式中用t来代替它，即

17 4
125

x t−
=

17 4 125x t− =

1

14 31
4

4 31

tx t

t t

−
= − +

= − +

上式中，令 1
1

4
tt −

= 。则

14 1t t= −
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11 4t t= −

所以

1

1

125 27
617 134

x t
y t
= −
= −   

根据前面的分析，y是3位数，所以100 1000y≤ <≤ ，即

1100 617 134 1000t≤ − <≤

容易解得

1
234 1134
617 617

t≤ <≤

很明显，这时的 1t 只能取1。
于是

98
483

x
y
=
=   

也就是说，一共卖出了98米毛绒布，卖得的钱数是4837.28卢

布。账目记录得以恢复。

【题目】要用 1 卢布正

好买40张邮票，而邮票的价

格不一，分别是1戈比、4戈

比、12戈比。那么，应该分

别买几张呢？

每种邮票
各买几张
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【解答】假设1戈比、4戈比和12戈比邮票的张数分别是x，

y，z，则有

4 12 100
40

x y z
x y z
+ + =
+ + =

       

根据这两个等式，可以得到下面的式子

3 11 60y z+ =

所以
1120

3
zy = −

很明显，
3
z
必须为整数，假设

3
z t= ，则

20 11y t= −

3z t=  

把上面的两个式子代入前面的方程，得到

20 11 3 40x t t+ − + =

所以

20 8x t= +

这样，我们就得到了x，y，z和t的关系：

20 8
20 11
3

x t
y t
z t

= +
 = −
 =

        
          

由于x＞0，y＞0，z＞0，所以t的取值范围只能是

0 1t≤ ≤≤≤

也就是说，t只能是0或者1。容易计算出当t＝0时，

20, 20, 0x y z= = =

当t＝1时，
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28, 9, 3x y z= = =

可以对该答案进行验证：

20×1+20×4+0×12=100

28×1+9×4+3×12=100

综上所述，有两种组合满足条件。但是，如果要求每种邮票

都要有，答案只能是后者。

在下节中，我们再看一个类似的题目。

【题目】要用 5 卢布买

100个3种不同的水果，已知

水果的价格如下（图14）：

一个西瓜50戈比；

一个苹果10戈比；

                      一个李子1戈比。

那么，每种水果应该分别买多

少个？

【解答】假设应该买的

西瓜、苹果、李子数分别

是 x， y， z，则有下面的

方程：

每种水果各
买几个

图14
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5 7
2 1

x t
y t
= +

 = −

50 10 500
100

x y z
x y z

+ + =
+ + =

        

两个式子相减，可以得到

49 9 400x y+ =

于是
400 49 4(1 )44 5

9 9
44 5 4

x xy x

x t

− −
= = − +

= − +400 49 4(1 )44 5
9 9

44 5 4

x xy x

x t

− −
= = − +

= − +

400 49 4(1 )44 5
9 9

44 5 4

x xy x

x t

− −
= = − +

= − +

其中

1
9

xt −
=

所以

1 9x t= −

把上式代入前面的式子，得到

y 1
9

xt −
=  441 9 39 49 100t t z− + + + =5（11 9 39 49 100t t z− + + + = 9t）1 9 39 49 100t t z− + + + = 4t 1

9
xt −

=39 1 9 39 49 100t t z− + + + =49t

把这里的x和y代入前面的第二个方程，得到

1 9 39 49 100t t z− + + + =

所以

60 40z t= −

而x，y，z都是大于0的整数，即

20 8
20 11
3

x t
y t
z t

= +
 = −
 =

     
     

1 9 0t− >

39 49 0t+ >

60 40 0t− >

可以得出
39 1
49 9

t− ≤ ≤≤ ≤
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而t只能是整数，所以， 0t = 。于是

1, 39, 60x y z= = =

也就是说，应该买1个西瓜、39个苹果和60个李子，只有这

一种组合。

【题目】下面来做一个

游戏，看看你对不定方程的

解答是否熟练。

请你的朋友把他生日的

日期乘以12，再把生日的月

份乘以31，然后把两个数相加的结果告诉你。这时你就能推算出

他的生日是几月几号。

比如，如果你朋友的生日是2月9日，那么他会这么计算：

9×12=108，2×31=62，

108+62=170

所以，他告诉你的结果是170。通过这个数值，你要推算出

他的生日，该怎么做呢？

【解答】根据题意，有下面的方程

12 31 170x y+ =

其中x和y都是正整数，并且

推算生日
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x≤31，y≤12

于是
170 31 2 514 3

12 12
14 3

y yx y

y t

− +
= = − +

= − +170 31 2 514 3
12 12

14 3

y yx y

y t

− +
= = − +

= − +

170 31 2 514 3
12 12

14 3

y yx y

y t

− +
= = − +

= − +

其中
2 5

12
y t+
=

所以

2 5 12y t+ =

从而

1
2 12 2(1 )2 2 2

5 5
t ty t t t− + −

= = − = −

其中 1
1

5
t t−
=

所以

11 5t t− =

11 5t t= −

从而 1 1 1 12 2 2(1 5 ) 2 2 12y t t t t t= − = − − = −

1 1 1 12 2 2(1 5 ) 2 2 12y t t t t t= − = − − = −

1 1 1 12 2 2(1 5 ) 2 2 12y t t t t t= − = − − = −

1 1

1

14 3 14 3(2 12 ) 1 5
9 31

x y t t t
t

= − + = − − + −
= + 1 1

1

14 3 14 3(2 12 ) 1 5
9 31

x y t t t
t

= − + = − − + −
= +

1 1

1

14 3 14 3(2 12 ) 1 5
9 31

x y t t t
t

= − + = − − + −
= +

而

0 31, 0 12x y< ≤ < ≤

所以， 1t 的取值范围是

1
9 1
31 6

t− < <
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由于 1t 是整数，所以 1t 只能取0，于是

9, 2x y= =

所以，你朋友的生日是2月9日。

事实上，这个游戏总能成功，因为这个题目的解只有一个。

假设把你朋友告诉你的结果记为a，那么，我们有下面的方程

12 31x y a+ =

这里，我们采取“反证法”。假设上面的方程有两个解，分

别是x1，y1和x2，y2，其中，x1，y1不大于31，y1，y2不大于12。那

么，有下面的等式

1 112 31x y a+ =

2 212 31x y a+ =

两式相减，得到

1 2 1 212( ) 31( ) 0x x y y− + − =

由于x1，x2，y1，y2均为整数，所以我们可以得出 1 212( )x x− 可

以被31整除。而 1 2,x x 都不大于31，所以，（ 1 2x x− ）也小于31。从

而，只有在 1 2x x= 时， 1 212( )x x− 才能被31整除，也就是说，这两

个解是相等的。这与前面的假设是矛盾的，换句话说，前面的方

程有唯一的解。
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【题目】有三姐妹带着

母鸡到集市上去卖。第一个

人带了10只，第二个人带了

16只，第三个人带了26只。

上午，她们卖出的价格是一

样的，都卖出了一部分母鸡。到了下午，她们卖出的价格仍然一

样，只不过比上午低一些，最后把所有的母鸡都卖完了。她们卖

得的钱数一样，都卖了35卢布。

请问，她们在上午和下午卖出的价格分别是多少？

【解答】假设她们上午卖出的母鸡数分别是x，y，z，那

么，下午卖出的母鸡就分别是（101 9 39 49 100t t z− + + + = x），（161 9 39 49 100t t z− + + + = y），（261 9 39 49 100t t z− + + + = z）。

再假设上午每只母鸡卖出的价格是m，下午每只母鸡卖出的价格

是n，那么，可以得到下面的表格：

第一个人卖得的

钱数为

(10 )mx n x+ −

第二个人卖得的

钱数为

(16 )my n y+ −

卖鸡

卖出的母鸡数 价格

上午 x y z m

下午 101 9 39 49 100t t z− + + + =x 161 9 39 49 100t t z− + + + =y 261 9 39 49 100t t z− + + + =z n
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第三个人卖得的钱数为

(26 )mz n z+ −

根据题意，她们卖得的钱数都是35卢布，所以，可得下面的

方程组 (10 ) 35
(16 ) 35
(26 ) 35

mx n x
my n y
mz n z

+ − =
 + − =
 + − =

将每个方程变化一下，得到

( ) 10 35
( ) 16 35
( ) 26 35

m n x n
m n y n
m n z n

− + =
 − + =
 − + =

用第三个方程分别减去第一个方程和第二个方程，得到

( )( ) 16 0
( )( ) 10 0
m n z x n
m n z y n
− − + =

 − − + =

化简后可得

( )( ) 16
( )( ) 10
m n x z n
m n y z n
− − =

 − − =

两个方程相除，得到

8
5

x z
y z
−

=
−

即

8 5
x z y z− −

=

由于x，y，z都是正整数，所以它们的差也是整数。要想

上面的等式成立，需要满足下面的条件：（x z− ）能被8整除，

（y z− ）能被5整除。假设
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8 5
x z y z t− −

= =

则

8
5

x z t
y z t
= +
= +

由于 x z> （否则，第一个人不可能与第三个人卖的钱数一样

多），所以t一定是正整数。

而x<10，所以

8 10z t+ <

其中z和t都是正整数，满足这一条件的z和t值是唯一的，它

们都取1。

把 1, 1z t= = 代入前面的方程

( )( ) 16 0
( )( ) 10 0
m n z x n
m n z y n
− − + =

 − − + =

8
5

x z t
y z t
= +
= +

容易得出

9
6

x
y
=
=

再把x，y，z的值代入前面的方程组

(10 ) 35
(16 ) 35
(26 ) 35

mx n x
my n y
mz n z

+ − =
 + − =
 + − =

容易得出

33 3.75
4

11 1.25
4

m

n

= =

= =

即她们上午卖出的价格是3.75卢布，下午卖出的价格是1.25卢布。



132

【题目】在上一节的题

目中，一共用到了3个方程，

含有5个未知数，对于这个方

程组，我们没有采用常规的

方法，而是采用了自由的数

学思考。其实，还可以用这种方法来求解二次不定方程。下面，

就来看一个例子。

有两个正整数，对它们进行如下4种运算：

（1）相加；

（2）大数减去小数；

（3）相乘；

（4）小数除大数。

把上面得到的所有结果相加，得出243。这两个数分别是几？

【题目】假设这两个数为x和y，其中x > y。那么

( ) ( ) 243xx y x y xy
y

+ + − + + =

方程的两边都乘以y，并进行化简，得到

2(2 1) 243x y y y+ + =

而

2 22 1 ( 1)y y y+ + = +

自由的
数学思考
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所以

2

243
( 1)

yx
y

=
+

由于x和y都是整数，所以 2( 1)y + 必须整除243。而 5243 3= ，

能整除243的平方数只有1，32，92。也就是说， 2( 1)y + 等于1，32

或92，进而可以求出，y等于2或8。

所以

243 8 24
81

x ×
= = 或者

243 2 54
9

x ×
= =

也就是说，这两个数是24和8或者54和2。

【题目】已知一个矩形

的长和宽均为整数，并且该

矩形的周长值正好等于它的

面积值。请问，这个矩形的

长和宽分别是多少？

【解答】假设这个矩形的长和宽分别是x和y，则有

2 2x y xy+ =

于是
2

2
yx

y
=

−

其中x和y都是正整数。所以，（ 2y − ）应该也是大于0的正数，即

2y > 。

什么样的
矩形
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注意到

2 2( 2) 4 42
2 2 2

y yx
y y y

− +
= = = +

− − −

由于x是正整数，所以
4

2y −
也必须是整数。又因为 2y > ，所

以，y只能取3，4或者6，对应的x值为6，4或者3。

也就是说，有两个解：一个是长为6、宽为4的长方形，另一

个是边长为4的正方形。

【题目】对于46和96，

有一个有趣的性质：如果把

它们的十位数字和个位数字

换位置，二者的乘积不变。

即46×96=4416=64×69。

下面来讨论一下，还有没有其他的数也具有这样的性质？该

如何找出来呢？

【解答】假设这样两个数的十位数字分别为x和z，个位数字

分别为y和t，则

(10 )(10 ) (10 )(10 )x y z t y x t z+ + = + +

化简后得到

xz yt=

有趣的两
位数
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其中，x，y，z，t都小于10，且都是正整数。把满足上面条

件的所有数列出来：

1×4=2×2，  

1×6=2×3，  

1×8=2×4，

1×9=3×3，

2×6=3×4，

2×8=4×4，

2×9=3×6，

3×8=4×6，

4×9=6×6。

可以看出，一共有9种可能。对于每种组合，都可以得到题

目的一个解，比如，根据1×4=2×2，可以得到

12×42=21×24

根据1×6=2×3，可以得到

12×63=21×36

或者

13×62=31×26

一直进行下去，就可以得到下面的解：

12×42=21×24，

23×96=32×69，

12×63=21×36，

24×63=42×36，

12×84=21×48，
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24×84=42×48，

13×62=31×26，

26×93=62×39，

13×93=31×39，

34×86=43×68，

14×82=41×28，

36×84=63×48，

23×64=32×46，

46×96=64×69。

土地测量者经常使用一种非

常简单又准确的方法画垂线，步

骤如下：如 图15 所示，假设要过

点A作垂直于MN的线。a是任意长

度，先沿着AM方向取a的3倍，再

找一根绳子，在上面打三个结，使结与结之间的长度分别是4a

和5a，然后把两端的结分别固定在点A和点B上，拉直

绳子，另一个结所在的地方就是点C。这样就形成

了直角三角形ABC，其中角A为直角。

这是一个非常古老的方法，在几千年

以前建造埃及金字塔的人就使用过这个方

整数勾股弦
数的特性

图15
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法。它的原理很简单，如果三角形的边长之比为3:4:5，那它必然是直角三

角形。根据勾股定理，很容易证明，因为

2 2 23 4 5+ =

除了3，4，5，还有很多正整数a，b，c也满足下面的等式：

2 2 2a b c+ =

由勾股定理，满足上述条件的数a，b，c被称为“勾股弦数”。其

中，a，b称为三角形的“直角边”，有时也叫“勾”或“股”，c称为三

角形的“斜边”，有时也叫“弦”。

显然，如果a，b，c是满足上面关系的整数，那么 pa，pb，pc也满足

上面的关系，这里的p是整数。反之，如果满足上面关系的a，b，c有一个

共同的乘数，那么把这个乘数约去，就会得到另一组满足上述关系的整

数。所以，这里只讨论最简单的勾股弦数，即互素的勾股弦数。

容易知道，在边长a，b，c中，直角边a，b必定一个是偶数，一个是

奇数。因为如果a，b都是偶数，那么（ 2 2a b+ ）也一定是偶数，这样的

话，a，b，c一定有公约数2，这跟前面假设的a，b，c互素是矛盾的。所

以，在直角边a，b中，一定有一个是奇数。

那么，有没有可能直角边a，b都是奇数，而斜边c是偶数呢？同样的

方法可以证明，这也是不可能的。事实上，如果两个直角边a，b都是奇

数，不妨把它们表示为

（2 1x + ）和（2 1y + ）

那么，它们的平方和为
2 2

2 2

4 4 1 4 4 1
4( ) 2
x x y y

x x y y
+ + + + +

= + + + +

2 2

2 2

4 4 1 4 4 1
4( ) 2
x x y y

x x y y
+ + + + +

= + + + +

如果把上面的结果用4除，会得到余数2。但是我们知道，如果一个数

是偶数，那么它的平方一定可以被4整除。所以，这个平方数不会是一个
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偶数的平方。也就是说，如果a，b都是奇数，那么c一定也是奇数。

综上所述，在a，b，c中，直角边a，b必然有一个是奇数，有一个是

偶数，而斜边c必然是奇数。

不妨假设直角边a是奇数，b是偶数，根据

2 2 2a b c+ =

可以得出

2 2 2 ( )( )a c b c b c b= − = + −

右边的两个乘数 ( )c b+ 和 ( )c b− 互为素数。

对于上面的结论，可以用“反证法”证明。假设（c＋b）和（c－b）有

一个共同的素因数，那么它们的和

( ) ( ) 2c b c b c+ + − =

差

( ) ( ) 2c b c b b+ − − =

积

2( )( )c b c b a+ − =

应该都能被这个素因数整除，换句话说，2c，2b，a²有公因数。而a为奇

数，所以这个公因数不可能为2，也就是说，a，b，c应该有公因数，这跟

假设是矛盾的。所以， ( )c b+ 和 ( )c b− 一定互为素数。

既然这两个数互为素数，它们的乘积又是某个数的平方，那么它们自

身也应该是某个数的平方，也就是说
2

2

( )
( )
c b m
c b n

 + =


− =
解这个这方程组，可得

2 2

2 2
2

2

m nc

m nb

 +
=


− =
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所以

2 2 2( )( )a c b c b m n= + − =
a mn=

这样，就得出了a，b，c的值，它们是

(10 ) 35
(16 ) 35
(26 ) 35

mx n x
my n y
mz n z

+ − =
 + − =
 + − =

       

       

2 2

2 2
2

2

a mn
m nb

m nc

=

−
=

+
=

其中m，n都是奇数，且互为素数。

反过来说，对于任意互为素数的奇数m和n，都可以利用上面的公式得

出整数勾股弦数a，b和c。

下面列出了这样的一些勾股弦数：

2 2 23, 1: 3 4 5m n= = + =： 2 2 23, 1: 3 4 5m n= = + = ；

2 2 25, 1: 5 12 13m n= = + =： 2 2 25, 1: 5 12 13m n= = + = ；

2 2 27, 1: 7 24 25m n= = + =： 2 2 27, 1: 7 24 25m n= = + = ；

2 2 29, 1: 9 40 41m n= = + =： 2 2 29, 1: 9 40 41m n= = + = ；

2 2 211, 1: 11 60 61m n= = + =： 2 2 211, 1: 11 60 61m n= = + = ；

2 2 213, 1: 13 84 85m n= = + =： 2 2 213, 1: 13 84 85m n= = + = ；

2 2 25, 3: 15 8 17m n= = + =： 2 2 25, 3: 15 8 17m n= = + = ；

2 2 27, 3: 21 20 29m n= = + =： 2 2 27, 3: 21 20 29m n= = + = ；

2 2 211, 3: 33 56 65m n= = + =： 2 2 211, 3: 33 56 65m n= = + = ；

2 2 213, 3: 39 80 89m n= = + =： 2 2 213, 3: 39 80 89m n= = + = ；

2 2 27, 5 : 35 12 37m n= = + =； 2 2 27, 5 : 35 12 37m n= = + = ；

2 2 29, 5 : 45 28 53m n= = + =： 2 2 29, 5 : 45 28 53m n= = + = ；
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2 2 211, 5 : 55 48 73m n= = + =： 2 2 211, 5 : 55 48 73m n= = + = ；

2 2 213, 5 : 65 72 97m n= = + =： 2 2 213, 5 : 65 72 97m n= = + = ；

2 2 29, 7 : 63 16 65m n= = + =： 2 2 29, 7 : 63 16 65m n= = + = ；

2 2 211, 7 : 77 36 85m n= = + =： 2 2 211, 7 : 77 36 85m n= = + = ；

从这些数可以看出，它们都是没有公因数的整数勾股弦数，而且都比

100小。

勾股弦数有很多有意思的特性，比如：

如果一条直角边小于3，另一条直角边小于4，那么斜边应该小于5。

对于这个特性，很容易验证，读者可以自己证明一下。

对于整数3，4，5，6，有下

面的关系：

3 3 3 33 4 5 6+ + =

这个等式可以理解为，边长

分别为3，4，5的3个正方体的体

积之和等于边长为6的正方

体体积，如 图16 所示。

据说，柏拉图对满足这

一关系的数字曾进行过

研究。

三次不定方
程的解

图16
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我们也来讨论一下这一问题，看能否找出别的这一类等式。即求解下

面的方程：

3 3 3 3x y z u+ + =

为便于分析，假设这里的u t= − ，则方程变为

3 3 3 3 0x y z t+ + + =

下面来看如何求解这个方程的整数解。假设a，b，c，d和α，β，

γ，δ是满足方程的两组解。将后一组解同乘以k，并跟前一组解对应相

加，选择恰当的k值，使得下面的这组解

a＋kα，b＋kβ，c＋kγ，d＋kδ

也满足上面的方程。也就是说，选择恰当的k值，使得

（a＋ kα）3＋（b＋ kβ）3＋（c＋ kγ）3＋（d＋ kδ）3＝0

成立。

由于

3 3 3 3 0a b c d+ + + =

α3＋β3＋γ3＋δ3＝0

所以，可以得出

3a2kα＋3ak2α2＋3b2kβ＋3bk2β2＋3c2kγ＋3ck2γ2＋3d 2kδ＋3dk2δ2＝0

即

3k［（a2α＋b2β＋c2γ＋d2δ）＋k（aα2＋bβ2＋cγ2＋dδ2）］＝0

只要在两个乘数中有一个为0，上面等式就成立。首先，如果k=0，这

时就相当于我们构造出的解：

a＋kα，b＋kβ，c+kγ，d＋kδ

仍然是a，b，c，d。这对于我们来说没有任何意义。

所以，考虑
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（a2α＋ b2β＋c2γ＋d 2δ）＋k（aα2＋ bβ2＋cγ2＋dδ2）＝0

得到
2 2 2 2

2 2 2 2

a b c dk
a b c d
a b g d
a b g d

+ + +
= −

+ + +
α      β       γ      δ
α       β       γ      δ

也就是说，如果已经知道了方程的两组解，只要在其中一组解的前面

都乘以k，再加上另一组解的对应值，就可以得到第三组解，其中k的值用

以上方法求出。

在本节一开始，我们已经知道了一组解3，4，5，－6，只要再找到另

一组解就可以了。如何找到这样的一组解呢？其实很简单，可以取r，－r，

s，－s。很明显，它们满足前面的方程。取

a＝3，b＝4，c＝5，d＝－6

α＝r，β＝－r，γ＝s，δ＝－s

容易得出此时的k值为：

2 2 2 2

7 11 7 11
7 7

r s r sk
r s r s

− − +
= − =

− −

a＋kα ，b＋kβ，c＋kγ，d＋kδ分别等于：

2 2

2 2

28 11 3
7

r rs s
r s
+ −

− ，

2 2

2 2

21 11 4
7

r rs s
r s
− −

−
2 2

2 2

35 7 6
7

r rs s
r s
+ +

− ，

2 2

2 2

42 7 5
7

r rs s
r s

− − −
−

根据前面的分析，这4个值满足前面的方程

3 3 3 3 0x y z t+ + + =

在以上4个数中，分母都是一样的，可以消掉。即下面的4个数也可以

满足方程：

2 228 11 3x r rs s= + −
2 221 11 4y r rs s= − −
2 235 7 6z r rs s= + +
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2 242 7 5t r rs s= − − −

将r和s分别取不同的整数值，就可以得到满足方程的很多个解。如

果这些解有公因数，可以把公因数约去。比如当 1r s= = 时，得出的解为

36，6，48，－54，这时可以把公因数6约去，得出6，1，8，－9。所以

3 3 3 36 1 8 9+ + =

下面列出了方程的一些解：

3 3 3 31, 2 : 38 73 17 76r s= = + = + ；

3 3 3 31, 3: 17 55 24 54r s= = + = + ；

3 3 3 31, 5 : 4 110 67 101r s= = + = + ；

3 3 3 31, 4 : 8 53 29 50r s= = + = + ；

3 3 3 31, 1: 7 14 17 20r s= = − + + = ；

3 3 3 31, 2 : 2 16 9 15r s= = − + = + ；

3 3 3 32, 1: 29 34 44 53r s= = − + + = ；

…

需要注意的是，如果把前面的一组解3，4，5，－6或者新得出的一组

解中的数换一下顺序，就可以得到一组新的解。比如说，令

a＝3，b＝5，c＝4，d＝－6

可以得出

2 220 10 3x r rs s= + −
2 212 10 5y r rs s= − −
2 216 8 6z r rs s= + +
2 224 8 4t r rs s= − − −

此时，对于不同的r和s，也可以得出方程的一些解

3 3 3 31, 1: 9 10 1 12r s= = + = + ；



144

3 3 3 31, 3: 23 94 63 84r s= = + = + ；

3 3 3 31, 5 : 5 163 164 206r s= = + + = ；

3 3 3 31, 6 : 7 54 57 70r s= = + + = ；

3 3 3 32, 1: 23 97 86 116r s= = + + = ；

3 3 3 31, 3: 3 36 37 46r s= = − + + = ；

…

通过该方法，可以得出满足这个方程的无穷多个解。

曾经有人悬赏10万马克来证

明一个关于不定方程的题目。这

个题目被称为费马定理或者费马

猜想，即证明：

除了二次方之外，两个整数

的同次方之和不可能等于另一个整数的同次方。

也就是要证明：当n>2时，方程

n n nx y z+ =

没有整数解。

通过前面的分析，我们知道，方程

2 2 2x y z+ =

和

悬赏10万
马克证明
费马猜想
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3 3 3 3x y z t+ + =

都是有整数解的，而且有无穷多个解。但是，要想找到满足方程

3 3 3x y z+ = 的整数解，却是不可能的。

同样，对于4次方、5次方、6次方以及更高次数的这类方程，同样找

不到整数解。这么看来，费马定理应该是正确的。

对于这个命题，悬赏者要求对所有大于二次方的情况都要证明。

这个命题从提出到今天，已经过去了3个多世纪，但是，至今没有人

成功将它 证明 出来。很多伟大的数学家

都曾为之努力过，但都只是证明了其中的

个别指数或者一些指数，并没有证明所有

的整数指数。

我们有理由相信，费马定理一定被人证明过，但是这个证明的过程失

传了。这一定理的提出者费马曾经说过，他知道如何证明这个命题，不

过，在现存的资料中，并没有找到这一证明过程。

仅在丢藩图的著作中出现过费马留下的标注：

“对于这个命题，我找到了一种奇妙的方法来证明，但是这个地方太

小了，根本写不下。”

遗憾的是，在他的所有文稿和手稿中都没有找到这个证明。

后来，有很多数学家都想证明这个伟大的猜想，并取得了一些进

展。比如，1797年，欧拉证明了该定理的3次方和4次方；1823年，勒让

德证明了5次方；1840年，拉梅和勒贝格证明了7次方；1849年，库默证

明了100以下的所有指数。不过，很多证明过程用到的知识超出了费马当

时的数学知识范围。所以，人们更加疑惑，费马究竟是怎么证明出这个

命题的？

该定理已于1995年由英

国数学家安德鲁·怀尔斯证

明出来。
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如果读者对费马命题感兴趣，可以参考一下《伟大的费马定律》。在

这本书中，作者对费马定理的基本数学原理进行了介绍。
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Chapter 5
第六种

数学运算
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对于加法和乘法来说，分别

只有一种逆运算，即减法和除

法。但是对于第五种运算乘方，

却有两种逆运算：求底数和求指

数。我们把求底数称为第六种运

算，也叫开方；把求指数称为第七种运算，也叫对数。那么，为什么乘

方的逆运算有两种，而加法和乘法的逆运算只有一种呢？这是因为，加

法中两个数的位置是可以互换的，乘法也是一样。但是乘方的底数和指

数是不能互换的，比如， 5 33 5≠ 。所以，对于加法和乘法来说，可以用

同样的方法求出这两个加数或者乘数，但是乘方的底数和指数的求法是不

一样的。

对于第六种运算——开方，我们用符号“ ”表示。为什么用这

个符号表示呢？其实，这个符号是拉丁文r的变形，在拉丁文中，r是“根”

的首字母。16世纪时，人们表示根号用的是大写的拉丁字母R，并且会在

它的后面加上“平方”的首字母“q”，或者“立方”的首字母“c”，以

此表示开几次方，比如

4352
那时候的写法是

. .4352R q

此外，那时候的加号和减号也跟现在不一样，而是分别用字母p和m表

第六种运
算——开方
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示；括号则是用“ ”表示。所以，对于我们来说，那时候的代数公式

看起来会很不习惯。

下面这个式子出现在古代数学家邦别利的书中：

. . . .4352 .16 . . . . .4352 .16R c R q p m R c R q m

将它翻译为现在的代数语言，即

3 34352 16 4352 16+ − −

对于 n a ，我们还可以把它表示成
1
na ，这个符号是由16世纪荷兰的著

名数学家斯台文提出的。这种表示方法有利于概括问题，即可以把方根看

成是乘方，只不过这时候的指数为分数罢了。

【 题 目 】 5 5 和 2 相

比，哪个大？

对于这类题目的解答，

可以不必算出它们的数值，

而是用代数方法进行解答。

【解答】把上面的两个值都10次方，则有

( )10 25 5 5 25= =（   ）
( )10 52 2 32= =（   ）

显然32>25，所以

5 5 2<

比较大小
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【题目】 4 4 和 7 7 相比，哪个大？

【解答】把上面的两个值都28次方，则有

( )28 7 14 7 7 24 4 4 2 2 2 128= = = =�（   ）( )28 7 14 7 7 24 4 4 2 2 2 128= = = =�( )28 7 14 7 7 24 4 4 2 2 2 128= = = =�×

( )28 4 2 2 27 7 7 7 7 49= = =�（   ） ×( )28 4 2 2 27 7 7 7 7 49= = =�( )28 4 2 2 27 7 7 7 7 49= = =�

显然128>49，所以

4 74 7>

【题目】（ 7 10+ ）和（ 3 19+ ）相比，哪个大？

【解答】把上面的两个值都平方，则有

( )27 10 17 2 70+ = +（              ）

( )23 19 22 2 57+ = +（              ）
两个式子都减去17，得到

2 70 和5 2 57+

再把这两个值平方，得到

280和 253 20 57+

再把两个值都减去253，得到

27和 20 57

显然 57 2> ，所以

20 57 40 27> >

所以

7 10 3 19+ < +
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【题目】观察下面的方

程，x应该等于几？

3

3xx =

【解答】如果你熟悉代

数符号，可以很容易看出来

3 3x =

因为当 3 3x = 时，

( )33 3 3 3x = =（   ）
3 3 3xx x= =

所以， 3 3x = 是方程的解。

如果你不能一眼就得到答案，可以用下面的方法求解。

设 3x y= ，则 3x y= 。

把x代入上面的方程，可以得到

( )3 3
y

y =（   ）
两边都3次方，则有

33yy =

显然，y=3。所以

33 3x y= =

一看便知
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【 题 目 】 巧 妙 利 用 第

六种运算，可以表演出一些

代数喜剧来，就像下面的式

子：2×2=5，2=3，…这样的

情况妙就妙在人们都知道它

是错误的，但是却不知道究竟错在哪儿。下面就来看一下，到底

是如何得出这些结果的。

首先来看一下“2=3”。

比如，先在台上出现下面无可非议的等式

4 10 9 15− = −

然后，在这个式子的两边都加上
16
4

，得到
1 14 10 6 9 15 6
4 4

− + = − +

然后，进行下面的变换：
3 2R R r

r r R
   ÷ =   
   

3 2R R r
r r R

   ÷ =   
   

3 2R R r
r r R

   ÷ =   
   

3 2R R r
r r R

   ÷ =   
   

2 2 25 5 5 52 2 2 ( ) 3 3 2 3 ( )
2 2 2 2

− × × + = × − × × +2 2 25 5 5 52 2 2 ( ) 3 3 2 3 ( )
2 2 2 2

− × × + = × − × × +2 2 25 5 5 52 2 2 ( ) 3 3 2 3 ( )
2 2 2 2

− × × + = × − × × +2 2 25 5 5 52 2 2 ( ) 3 3 2 3 ( )
2 2 2 2

− × × + = × − × × +
2 2 25 5 5 52 2 2 ( ) 3 3 2 3 ( )

2 2 2 2
− × × + = × − × × +2 2 25 5 5 52 2 2 ( ) 3 3 2 3 ( )

2 2 2 2
− × × + = × − × × +

即
2 25 5(2 ) (3 )

2 2
− = −

3 2R R r
r r R

   ÷ =   
   

3 2R R r
r r R

   ÷ =   
   

3 2R R r
r r R

   ÷ =   
   

3 2R R r
r r R

   ÷ =   
   

2 2 25 5 5 52 2 2 ( ) 3 3 2 3 ( )
2 2 2 2

− × × + = × − × × +2 2 25 5 5 52 2 2 ( ) 3 3 2 3 ( )
2 2 2 2

− × × + = × − × × +

两边都开根号，得到
5 52 3
2 2

− = −

再在两边都加上
5
2
，则有

代数喜剧
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2 3=

这是为什么呢？到底哪儿出错了？

【解答】有的读者朋友可能已经看出来了，前面的解答就

错在，在对
2 25 5(2 ) (3 )

2 2
− = −

3 2R R r
r r R

   ÷ =   
   

3 2R R r
r r R

   ÷ =   
   

3 2R R r
r r R

   ÷ =   
   

3 2R R r
r r R

   ÷ =   
   

2 2 25 5 5 52 2 2 ( ) 3 3 2 3 ( )
2 2 2 2

− × × + = × − × × +2 2 25 5 5 52 2 2 ( ) 3 3 2 3 ( )
2 2 2 2

− × × + = × − × × +

开根号的时候，得出
5 52 3
2 2

− = −

从两个数的二次方相等并不能推出两个数就相等。比如

2 2( 5) 5− = ，但是很明显 5 5− ≠ 。反过来说，如果两个数的符号

不同，它们的平方也有可能相等。在这个例子中，就是这样的

情况：
3 2R R r

r r R
   ÷ =   
   

2 2 25 5 5 52 2 2 ( ) 3 3 2 3 ( )
2 2 2 2

− × × + = × − × × +2 2 25 5 5 52 2 2 ( ) 3 3 2 3 ( )
2 2 2 2

− × × + = × − × × +2 21 1( ) ( )
2 2

− =
3 2R R r

r r R
   ÷ =   
   

3 2R R r
r r R

   ÷ =   
   

3 2R R r
r r R

   ÷ =   
   

但是，
1 1
2 2

− ≠ 。

下面再来看一个题目。

【题目】如 图17 所示，黑板

上得出了下面的结论：

2×2=5

还按照前面的方法来表演。

         先在台上出现下面正确的等式：

16 36 25 45− = −

再在这个式子的两边都加上
120
4
：

1 116 36 20 25 45 20
4 4

− + = − +

然后，进行下面的变换

图17
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2 2 25 5 5 52 2 2 ( ) 3 3 2 3 ( )
2 2 2 2

− × × + = × − × × +2 2 25 5 5 52 2 2 ( ) 3 3 2 3 ( )
2 2 2 2

− × × + = × − × × +2 2 2 29 9 9 94 2 4 ( ) 5 2 5 ( )
2 2 2 2

− × × + = − × × +
3 2R R r

r r R
   ÷ =   
   

3 2R R r
r r R

   ÷ =   
   

3 2R R r
r r R

   ÷ =   
   

3 2R R r
r r R

   ÷ =   
   

即
2 29 9(4 ) (5 )

2 2
− = −

3 2R R r
r r R

   ÷ =   
   

3 2R R r
r r R

   ÷ =   
   

2 2 25 5 5 52 2 2 ( ) 3 3 2 3 ( )
2 2 2 2

− × × + = × − × × +2 2 25 5 5 52 2 2 ( ) 3 3 2 3 ( )
2 2 2 2

− × × + = × − × × +3 2R R r
r r R

   ÷ =   
   

3 2R R r
r r R

   ÷ =   
   

两边都开根号，得到
9 94 5
2 2

− = −

于是有

4 5=

即

2×2=5

对于初学者来说，会很容易犯这样的错误，以致闹出上面的

笑话。
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Chapter 6
二次方程
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【 题 目 】 在 一 个 会 议

上 ， 所 有 的 人 都 彼 此 握 了

手，根据统计，这些人握手

的总次数为66次，那么，参

加会议的有多少人？

【解答】如果用代数方法来解答这个题目，非常简单。假

设参加会议的人数是x，那么每个人握手的次数就是（ 1x − ），所

以，握手的总次数就是x（ 1x − ）。需要注意的是，当甲握乙的手

时，乙也握了甲的手，但是在上面的总次数中，把这两次握手都

算了进去，也就是说，握手的次数应该是 ( 1)x x − 的一半。所以，

可以得到下面的方程

( 1) 66
2

x x −
=

两边都乘以2，并去掉括号，得到

2 132 0x x− − =

解这个方程，得
1 1 528

2
x ± +
=

即

1 212, 11x x= = −

显然，负数不合题意，把它舍去，这样就只剩下一个解 12x = ，也就

参加会议的
人有多少
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是说，参加会议的人数是12人。

【题目】在古印度时期，

曾经流传着公开解答难题的竞

赛。当时的数学教材甚至以帮

助人们赢得这样的竞赛为重要

目的。其中一本教材这么写

道：“根据这里介绍的方法，如果你足够聪明，完全可以想出来

上千个别的题目。那些想出题目并进行解答的人，将会在比赛中

赢得荣誉，就像太阳的光辉把星星的光芒比下去一样。”在原来

的教材中，题目都是用韵文写的，下面就是从中摘录，并翻译成

现代的语言的一道题目：

空中有一群蜜蜂在飞舞，其中有一些飞到了枸杞丛里面，这

些蜜蜂的数量等于总数一半的平方根；剩下的那些蜜蜂是总数的

8
9
。另外，有一只蜜蜂独自在一朵莲花旁边徘徊，原来它是被另

一只陷入香花陷阱的同伴的叫声吸引过去的。请问，这群蜜蜂有

多少只？

【解答】假设这群蜜蜂一共有x只，可以列出下面的方程

8 2
2 9
x x x+ + =

求蜜蜂的
数量
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设 2
x y= ，则

22x y=

从而前面的方程变为
2 216 2 2

9
y y y+ + =

即

22 9 18 0y y− − =

易得方程的两个解为

1 2
36,
2

y y= = −

由于 2
xy = ，所以y应该是正数，故把负数解舍去。

由 6
2
x
= ，得

x=72

也就是说，一共有72只蜜蜂。可以验证一下这个答案是否

准确
72 8 72 2 6 64 2 72
2 9
+ × + = + + =

可见答案是正确的。

【题目】下面再来看一

个古印度的题目：

一群猴子真调皮，

共有多少只
猴子
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分为两队在嬉戏。

八分之一再平方，

蹦蹦跳跳钻树林。

剩余十二吱吱叫，

摇头摆尾乐开怀。

两队猴子真吵闹，

算算一共有多少？

【解答】假设一共有x只猴子，则有
2

12
8
x x  + = 

 

容易解得

1 248, 16x x= =

这两个解都符合题意，所以该题目有两个解，可能有48只猴

子，也可能有16只猴子。

在 前 面 举 的 几 个 例 子

中，我们对方程的两个解做

了不同的处理。第一个例子

中，要求参加会议的人数，

负数不符合题意，把它舍弃

了；在第二个例子中，要求蜜蜂的只数，我们舍弃了分数解；第

有先见之
明的方程
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三个例子中，两个解都保留了。方程有时会起到一些意想不到的

作用，可以帮助我们开拓思维。下面，就来举一个这样的例子。

【题目】垂直向上抛出一个皮球，它的初速度是25米／秒。

那么，多长时间后，它距离抛出点20米？

【解答】对于垂直向上抛的物体，在不考虑空气阻力的情况

下，有下面的关系：
21

2
h vt gt= − gt2g

其中，h为物体达到的高度，v为初速度，g为重力加速度，t

为物体从抛出开始经过的时间。

在速度比较低的时候，空气阻力很小，常常忽略不计。为简

化计算，这里的重力加速度g取10米／秒2，把题目中的值代入上

面的式子，可得
21020 25

2
t t= −

化简得到

2 5 4 0t t− + =

易解得

1 21, 4t t= =

这个答案告诉我们，皮球有两次出现在距抛出点为20米的地

方，其中一次在抛出后1秒时，另一次在抛出后4秒时。

初看起来，这似乎难以相信，有的人可能会把第二个解舍

去。其实，第二个解也是合乎题意的：向上抛皮球的时候，皮球

确实有两次经过高度为20米的地方，一次是上升的时候，还有一

次是下落的时候。如果深入分析一下，可以得出，当皮球抛出2.5

秒时，它达到了最高点，也就是距离抛出点31.25米的地方。皮球
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在抛出后1秒时达到20米的高度，然后又上升了1.5秒，达到了最

高点31.25米后开始下落，1.5秒后再一次到达20米的高度，又过

了1秒，落回抛出点。

在欧拉的著作《代数引

论》中，有这样一道题目：

【题目】两个农妇共带

着100个鸡蛋去集市上卖。虽

然她们的鸡蛋数不一样多，

但最后却卖了一样多的钱。一个农妇对另一个农妇说：“如果

把你的鸡蛋给我卖，我可以卖15个铜板。”另一个农妇说：

“如果把你的鸡蛋给我卖，我只能卖
26
3 个铜板。”请问，她们

分别带了多少个鸡蛋？

【解答】设第一个农妇带了x个鸡蛋，则另一个带了（100 x− ）

个。如果第一个农妇也卖第二个农妇的（100 x− ）个鸡蛋，她可以

卖15个铜板，所以她卖鸡蛋的价格是每个
15

100 x−
个铜板。

同样的方法，可以得出第二个农妇卖鸡蛋的价格是每个
26 203

3x x
= 个铜板。

于是，第一个农妇卖得的铜板数为

农妇卖蛋
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15 15
100 100

xx
x x

× =
− −

第二个农妇卖得的铜板数为

20 20(100 )(100 )
3 3

xx
x x

−
− × =

由于她们卖得的钱数相等，所以

15 20(100 )
100 3

x x
x x

−
=

−

化简可得

2 160 8000 0x x+ − =

解方程得

1 240, 200x x= = −

显然，本题中的负数解没有意义，所以舍去。这样，我们就

得到了答案，第一个农妇带了40个鸡蛋，另一个带了60个鸡蛋。

其实，本题还有一个非常简单的解法，但并不是人人都能想

到的。

设第二个农妇带的鸡蛋数是第一个的k倍，由于她们卖得

的钱数相等，所以第一个农妇卖出每个鸡蛋的价格是第一个的k

倍。如果在卖鸡蛋之前，她们把鸡蛋进行了对换，那么第一个农

妇手中的鸡蛋数就是第二个农妇的k倍，而她的卖价也是第二个

的k倍，所以她卖得的钱数应该是第二个农妇的k2倍，即

2 2 45 915 6
3 20 4

k = ÷ = =

所以
3
2

k =

也就是说，第二个农妇的鸡蛋数是第一个农妇的
3
2
倍，容易
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得出，第一个农妇带了40个鸡蛋，第二个农妇带了60个鸡蛋。

【题目】如 图18 所示，

在广场上有两组扩音器：一

组2个，另一组3个。两组之

间的距离是50米。请问，哪

个点的声音强弱是一样的？

【解答】设这个点到2个扩音器那

一组的距离为x，那么它到另一组

的距离就是（50 x− ），如图18所

示。而声音的强弱跟距离的平

方是成反比的，所以可得到

如下方程：
2

2

2
3 (50 )

x
x

=
−

化简可得

2 200 5000 0x x+ − =

解方程得

1 222.5, 222.5x x= = −

对于方程的第一个解，我们很容

易理解，它说明所求的点位于两组扩音器

扩音器

图18
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之间，而且距离2个扩音器那一组22.5米，距离3个扩音器那一组

27.5米。

但是，方程还有一个负数解，这个解有没有意义呢？

这个解也是有意义的，这里的负号表示所求的点位于事先规

定的正方向相反的方向上。

也就是说，这个点位于2个扩音器那一组的左边222.5米处，

此时这个点距离3个扩音器那一组222.5+50=272.5米。

通过以上的方法，在连接扩音器的直线上找到了两个点，在

这两个点上，声音的强弱是一样的。其实，不仅在这两个点上

声音的强弱一样，在图18中阴影部分的圆周上，声音的强弱都

是一样的。这个圆周的直径就是刚才的两个点之间的距离。此

外，还可以得出，在图中的阴影部分，2个扩音器那组的声音要

强一些，而在这个阴影之外，3个扩音器那组的声音强一些。

前面我们讨论了扩音器的题

目，其实这个问题跟火箭飞向月

球的问题有很多相似之处。可能

很多人以为，讨论天空中某个微

小物体的运动，一定是很复杂的

事情，其实不然。当火箭向月球飞行的时候，只要保证它能飞过地球和月

球对它的引力相等的那个点就可以了，在后面的飞行中，火箭就会在月球

火箭飞向
月球



165

图19

地球

13000千米

3500千米

384000千米

84000千米

月球

的引力作用下朝着月球飞去。下面，就来找一下这个点。

根据牛顿定律，两个物体间的引力跟它们质量的乘积成正比，跟它们

距离的平方成反比。如 图19 ，设地球的质量为M，火箭与它的距离为x，

那么地球对单位质量（单位：

克）火箭的引力为

2

Mk
x
Mk

其中，k表示1克质量和另1克

质量在距离为1厘米时的引力。

同样，容易得出月亮对每克火箭的引

力为

2( )
mk

l x−
mk

其中，m表示月球的质量，l表示月球和地球之间的距离。需要说明的是，

这里假设火箭在地球和月球的连线上。

根据题意，可得

2 2( )
Mk mk
x l x

=
−

Mk mk

81.5M
m

=
2

2 81.5
( )

x
l x

=
−l2－2lx＋x2

根据已知的知识，我们知道

81.5M
m

=

把这个结果代入上面的式子，有

2

2 81.5
( )

x
l x

=
−
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化简可得

2 280.5 163 81.5 0x lx l− + =

解方程得

1 20.9 , 1.12x l x l= =

跟前面扩音器的题目一样，也可以这样解释这两个解的意义。在月球

和地球的连线上，存在着这样的两个点，在这两个点上，地球和月球对火

箭的引力相等。其中，第一个点位于地球和月球之间，距离地球中心相当

于月地距离0.9倍的地方；另一个点位于它们连线的延长线上，距离地球中

心相当于月地距离1.12倍的地方，也就是说，这个点和地球位于月球的两

边。由于月地距离约为384000千米，所以第一个点距离地球中心的346000

千米，第二个点距离地球中心约430000千米。

根据上一节的例子，如果以这两个点为直径做一个球面，那么在球面

上的任一点，地球和月球对火箭的引力都是相等的。也就是说，这些点也

符合题目的要求。

我们可以得出这个球的直径为

1.12 0.9 0.22 84000l l l− = ≈ （千米）

有的读者朋友会错误地认为，只要火箭落入月球引力的范围，它就会

朝着月球飞过去。换句话说，只要火箭进入月球的引力范围，它就一定会

落到月球表面，在这个范围内月球的引力大于地球的引力。如果这是真

的，那么关于飞向月球的问题就很容易解决了。

但这个结论是不正确的，要证明这一点并不难。

火箭从地球发射升空后，由于地球引力的作用，它的速度会减低，假设当

它到达月球引力的范围时速度降到了零，那就不可能继续朝着月球飞去了。

当火箭飞到月球的引力范围之内时，它仍然会受到地球引力的作用。

所以，当火箭飞到地球和月球的连线之外时，它要克服的力就不仅仅是地
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球引力了，而是根据平行四边形法则形成的一个合力，该合力不直接指向

月球。

此外，月球并不是固定不动的，它一直在变换着位置。这时，我们就

需要考虑火箭相对于月球的运动速度。月球绕地球的旋转速度为1千米／

秒，而火箭对月球的相对速度就不能为零。所以，相对于月球来说，火箭

的运动速度必须足够大，才能保证月球对火箭的引力足够大，这时候的火

箭就相当于月球的一颗卫星。

当火箭到达月球引力的范围时，月球引力才会对火箭产生作用。火箭

在空间飞行时，只有进入月球的影响范围，也就是到达半径为66000千米

的球形范围时，才需要考虑月球引力的影响。这时，地球的引力可以忽略

不计，只考虑月球的引力就可以了。当然，这时候的火箭就会朝着月球飞

去。所以，要想让火箭朝着月球飞去，并非只进入那个直径84000千米的

球形范围那样简单。

如图20所示，这是波格

丹诺夫 - 别尔斯基的一幅名

画，名字叫《口算》，有的

读者可能知道它。但是，看

过这幅画的人并不一定深入

画中的
“难题”
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了解图中的“难题”。

这个所谓的“难题”就

是要人们利用口算很快

算出下面式子的值：

2 2 2 2 210 11 12 13 14
365

+ + + +

这个题目看上去

并不容易解答。但是，

对于画中的老师拉金斯

基所教的学生来说，这

个题目并不难。拉金斯

基是一位自然科学领域

的教授，他放弃了大学

教授的职位，自愿到乡

村当了一名普通的数学

教师。他在学校的时候

学习过口算，对于数的

性质很了解。他发现， 

10，11，12，13，14有下

面的特性：

2 2 2 2 210 11 12 13 14+ + = +

而102+112+122=365，所以，对于前面的分式，可以很容易

得出答案，结果等于2。

正是代数方法，可以使我们对数的一些有趣特性得以推广。

图20



169

读者可能会有这样的疑问：除了前面的5个数字，还有没有别的

连续整数，也满足这一特性？

【解答】不妨假设这种可能是存在的，并且设其中的一个数

为x，那么，可以列出下面的方程：

2 2 2 2 2( 1) ( 2) ( 3) ( 4)x x x x x+ + + + = + + +

这个方程求解起来不是很方便。所以不妨设第二个数为x，

于是得到方程：

2 2 2 2 2( 1) ( 1) ( 2) ( 3)x x x x x− + + + = + + +

化简可得

2 10 11 0x x− − =

解方程得

1 211, 1x x= = −

也就是说，满足这一条件的数有两组，分别是

10，11，12，13，14

和

－2，－1，0，1，2

事实上，

2 2 2 2 2( 2) ( 1) 0 1 2− + − + = +

所以，这组数也满足题目的要求。
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【题目】找出3个相邻的

整数，使得中间那个数的平

方比另外两个数的乘积多1。

【解答】设第一个数是

x，可以列出下面的方程

2( 1) ( 2) 1x x x+ = + +

化简可得

2 22 1 2 1x x x x+ + = + +

显然，这是一个恒等式，也就是说，对于任何的数值，这个

等式都是成立的。换句话说，任何相邻的3个整数，都具有上面

的性质。举例来说，任取3个整数17，18，19，则有

218 17 19 324 323 1− × = − =

其实，如果假设中间的那个数是x，很容易得出上面的结

论，因为

2 1 ( 1)( 1)x x x− = − +

很明显，这是一个恒等式。

找出3个数
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Chapter7
最大值和最

小值
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图21

在本章中，我们将讨论一些

有趣的题目，即求最大值或者最

小值的问题。对于这类题目的求

解，有很多种方法，这里只介绍

其中的一种。

数学家切比舍夫著有《地图

绘制》一书，其中有这样的叙述：有一种方法具有特殊的意义，它帮助人

们解答了最普遍和最实际的问题，即如何实现利益的最大化。

【题目】有两条垂直相交的铁路线，两列火车同时朝着交

点开来。其中一列火车的出发点距离交点40千米，另一列火车的

出发点距离交点50千米。已知前面一列火车的速度是800米／分

钟，后面一列火车的速度是600米／分钟。

那么，从它们出发开始算起，多长时间后这两列火车的车头

距离最近，这个最近距离是多少？

【解答】我们先把示意图画出来。如 

图21 所示，直线AB和CD是这两条铁路，两

列火车分别从点B和点D出发，朝着点O的

方向开动。假设两列火车在开出x分钟后车

头距离最近，并设这个距离为MN=m。

那么，从点B出发的火车所走的路程是

0.8BM x= 千米，所以

两列火车的
最近距离
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A
M

C

B

N169.6
O

D

图22

40 0.8OM x= −

同理，可以求得 50 0.6ON x= − 。

根据勾股定理，可以得到

2 2 2 2(40 0.8 ) (50 0.6 )MN m OM ON x x= = + = − + −

对方程

2 2(40 0.8 ) (50 0.6 )m x x= − + −
进行化简，可得

2 2124 4100 0x x m− + − =

解方程得

262 256x m= ± − 。

由于x为经过的时间，所以x不可能为虚数，因此（ 2 256m − ）

肯定不小于0，即m2≥256。要求m的最小值，只有当m2＝256时，

m的最小值为16。这时的x值为

x=62

即当两列火车开出62分钟时，它们的车头距离最近，这个距

离是16千米。

下面，来求一下此时车头的位置。容易得出

40 0.8 40 0.8 62 9.6OM x= − = − × = −

50 0.6 50 0.6 62 12.8ON x= − = − × =

也就是说，此时第一列火车已经越过

了交叉点，它离交叉点的距离是9.6千米；

而第二列火车还没有到交叉点，它离交叉

点的距离是12.8千米。如 图22 所示，点M和

N就是此时两列火车的正确位置，这与一开始

画的示意图完全不同。可见，由于正负号的存
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在，方程帮我们纠正了错误。

【题目】如 图23 所示，

在一条铁路线的一边有一座

村庄B，它距离铁路线的距离

是20千米。现在要在铁路线

上设一座车站C，

使得沿铁路AC和

沿公路CB，即从

点A到点B所用的

时间最短。已知

火车的速度是0.8

千米／分钟，沿

着公路行进的速

度是0.2千米／分钟。请问，车站C应该设在哪里？

【解答】设图中的距离AD为a，距离CD为x，则

AC AD CD a x= − = −

2 2 2 220CB CD BD x= + = +

乘坐火车从点A到车站C的时间为

0.8 0.8
AC a x−

=

车站应该
设在哪里

图23
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步行从车站C到村庄B的时间为
2 220

0.2 0.2
CB x +

=

从点A到点B所用的总时间就是

2 220
0.8 0.2

a x x− +
+

问题即求上式的最小值。

设
2 220

0.8 0.2
a x x m− +

+ =

变形后得到

2 220
0.8 0.2 0.8

x x am− +
+ = −

等式两边同乘以0.8，得

2 24 20 0.8x x m a− + + = −

再设 0.8k m a= − ，化简后得到下面的方程

2 215 2 6400 0x kx k− + − =

解方程得
216 96000

15
k kx ± −

=

由于 0.8k m a= − ，所以当m取最小值的时候，k也取最小值，

反过来也一样。由于x必须是实数，所以（ 216 96000k − ）应该不小

于0。也就是说， 216k 的最小值为96000。这时，
216 96000k =

当 6000k = 时，m的值最小。此时

0 6000 5.16
15 15

kx ±
= = ≈
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所以，这个车站C应该设在距离点D大约5千米的地方。

在以上的分析过程中，并没有考虑a的大小，在一开始我

们就假设a>x，所以只有当a＜x时，方程的解才有意义。如果

x=a≈5.16，或者当a＜5.16千米，那么根本不需要设置车站C，只

要沿公路从点A到点B就可以了。

在本题中，我们比方程考虑得更周到一些。如果只是一味地

信任方程，就会在x=a的情况下继续在车站A的旁边设一个车站

C，这完全是一个笑话。因为在这种情况下，x>a，乘坐火车的时

间成了负数。这个题目给读者这样的启示：在利用数学工具解答

实际问题的时候，必须非常小心，如果脱离了实际，就会得出令

人啼笑皆非的结果。

【题目】如 图24 所示，

有一批货物要从河边的城市A

运到下游方向的点B处，已知

点B在河下游a千米的地方，

并且距离河岸d

千米。假设水路

的运费是公路的

一半，现在想在

如何确定公
路线

图24
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点D处修一条公路通往点B，使得从城市A到点B的运费最少。那

么，点D应该选在什么地方？

【解答】设距离AD=x，公路的长度BD=y。由题意知，

AC=a，BC=d。公路的运费是水路的2倍，要求总的运费最小就

相当于求

x+2y

的最小值。

由已知得， x a DC= − ，而 2 2DC y d= − 。设x+2y= m，则有

2 2 2a y d y m− − + =

去根号，得

2 2 23 4( ) ( ) 0y m a y m a d− − + − + =

解方程得
2 2( ) 32 ( )

3 3
m a d

y m a
− −

= − ±

由于y必为实数，所以 2( )m a− ≥ 23d 。因此 2( )m a− 的最小值

为 23d ，这时

3m a d− =

2( ) 2 3
3 3

m ay d−
= =

在图24中， sin dBDC
y

∠ = 。即

3sin
22 3

3

d dBDC
y

d
∠ = = =

所以，  BDC＝60°。也就是说，不论a多长，只要使公路

与河的夹角为60°就可以了。
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在这个题目中，我们遇到了跟前面一样的情况，方程的解只

在某些条件下才有意义。如果城市A和点B的连线与河的夹角为

60°，则根本不需要水路运输，直接在城市A和点B之间修一条公

路就可以了。

很多求变数的最大值或

者最小值的题目，都可以利

用代数定理来求解，本节我

们就将介绍这条定理。在这

之前，先来看下面的题目。

【题目】两个数的和一定，要想它们的乘积最大，这两个数

应该分别是多少？

【解答】设两个数的和为a，则所求的两个数可以表示为
3 2R R r

r r R
   ÷ =   
   2

a x+
3 2R R r

r r R
   ÷ =   
   

和
3 2R R r

r r R
   ÷ =   
   2

a x−
3 2R R r

r r R
   ÷ =   
   

其中x表示每个数与 2
a
的差。那么，它们的乘积为

2
2( )( )

2 2 4
a a ax x x+ − = −

3 2R R r
r r R

   ÷ =   
   

3 2R R r
r r R

   ÷ =   
   

3 2R R r
r r R

   ÷ =   
   

3 2R R r
r r R

   ÷ =   
   

很明显，x越小，这个乘积就越大。当x=0，也就是分成的两

个数相等时，它们的乘积最大。

下面，再来看3个数的情形。

【题目】设3个数之和为a，如何分成三个数才能使它们的乘

何时乘积
最大
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积最大？

【解答】对于这个题目，需要用到前面题目的结论。

假设分成的3个数互不相等，也就是说，每个数都不等于 3
a
，

那么这3个数中必定有一个大于 3
a
，设这个数为

3
a x+

同理，这3个数中必定有一个小于 3
a
，设这个数为

3
a y−

其中，x和y都是正数。显然，第三个数就是

3
a y x+ −

由于 3
a
与（

3
a y x+ −

3
a y x+ −

3
a y x+ − ）的和等于（

3
a x+ ）与（

3
a y− ）的和，

而前面两个数的差为（x y− ），小于后面两个数的差（x
3
a y x+ −y）。那

么，根据上一个题目的结论，有

( ) ( )( )
3 3 3 3
a a a ay x x y+ − > + −

3 2R R r
r r R

   ÷ =   
   

3 2R R r
r r R

   ÷ =   
   

3 2R R r
r r R

   ÷ =   
   

3 2R R r
r r R

   ÷ =   
   3

a y x+ −
3
a y x+ −

3
a y x+ −

这样的话，如果把
3
a
和（

3
a y x+ −

3
a y x+ −

3
a y x+ − ）换成（

3
a x+ ）和（

3
a y− ），

第三个数不变，那么它们的乘积就会增加。

现在假设其中一个数为 3
a
，另外的两个数就可以表示为

3 2R R r
r r R

   ÷ =   
   3

a z+
3 2R R r

r r R
   ÷ =   
    和 

3 2R R r
r r R

   ÷ =   
   3

a z−
3 2R R r

r r R
   ÷ =   
   

如果这两个数也等于 3
a
，那么它们的乘积就会更大。这时的

乘积等于

3

3 3 3 27
a a a a
× × =

换句话说，如果把a分成互不相等的3个数，它们的乘积一定
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比上面的乘积小。即将a平均分成3部分时，它们的乘积最大。

同理，可以证明4个数、5个数，甚至更多数的情况。它们都

是在各部分相等的时候乘积最大。

下面，来讨论更一般的情形。

【题目】如果 x y a+ = ，那么当x和y各取什么值时， p qx y 的

值最大？

【解答】本题实际就是求x为何值时，式子

( )p qx a x−

的值最大。

将上式乘以
1
p qp q ，得到

( )p q

p q

x a x
p q

−
×

很明显，当这个式子的值最大时，前面的式子取到最大值。

对上式进行以下变换：
x a x
p q

−
=

x a x
p q

−
=

x a x
p q

−
=

x a x
p q

−
=

x a x
p q

−
=

x a x
p q

−
=

p q

x x x a x a x a x
p p p q q q

− − −
× × × × × × ×

 
次次

…………

p q

x x x a x a x a x
p p p q q q

− − −
× × × × × × ×

 
次次

…………

p q

x x x a x a x a x
p p p q q q

− − −
× × × × × × ×

 
次次

…………

p q

x x x a x a x a x
p p p q q q

− − −
× × × × × × ×

 
次次

…………

p q

x x x a x a x a x
p p p q q q

− − −
× × × × × × ×

 
次次

…………

p q

x x x a x a x a x
p p p q q q

− − −
× × × × × × ×

 
次次

…………

p q

x x x a x a x a x
p p p q q q

− − −
× × × × × × ×

 
次次

…………… …

p次 q次

上面所有乘数的和

x a x
p q

−
=

x a x
p q

−
=

x a x
p q

−
=

x a x
p q

−
=

x a x
p q

−
=

x a x
p q

−
=… …+ + + + + + +

p q

x x x a x a x a x
p p p q q q

− − −

 
次次

…………+ + + + + + +

p q

x x x a x a x a x
p p p q q q

− − −

 
次次

…………+ + + + + + +

p q

x x x a x a x a x
p p p q q q

− − −

 
次次

…………+ + + + + + +

p q

x x x a x a x a x
p p p q q q

− − −

 
次次

…………+ + + + + + +

p q

x x x a x a x a x
p p p q q q

− − −

 
次次

………… + + + + + + +

p q

x x x a x a x a x
p p p q q q

− − −

 
次次

…………+ + + + + + +

p q

x x x a x a x a x
p p p q q q

− − −

 
次次

…………

p次 q次

( )= px q a x x a x a
p q

−
+ = + − =

显然，它们的和为常数。

根据前面的分析，可以得到下面的结论：

当各个乘数相等的时候，它们的乘积
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p次 q次

x a x
p q

−
=

x a x
p q

−
=

x a x
p q

−
=

x a x
p q

−
=

x a x
p q

−
=

x a x
p q

−
=

p q

x x x a x a x a x
p p p q q q

− − −
× × × × × × ×

 
次次

…………

p q

x x x a x a x a x
p p p q q q

− − −
× × × × × × ×

 
次次

…………

p q

x x x a x a x a x
p p p q q q

− − −
× × × × × × ×

 
次次

…………

p q

x x x a x a x a x
p p p q q q

− − −
× × × × × × ×

 
次次

…………

p q

x x x a x a x a x
p p p q q q

− − −
× × × × × × ×

 
次次

…………

p q

x x x a x a x a x
p p p q q q

− − −
× × × × × × ×

 
次次

…………

p q

x x x a x a x a x
p p p q q q

− − −
× × × × × × ×

 
次次

…………… …

取得最大值，即
x a x
p q

−
=

时，上面的乘积最大。

由于 a x y− = ，所以可以得到下面的式子：

x p
y q
=

也就是说，当x和y满足上面的关系时， p qx y 取得最大值。

同理，可以证明：

如果x y z+ + 保持不变， p q rx y z 在 : : : :x y z p q r= 时取得最大值；

如果 x y z t+ + + 保持不变， p q r ux y z t 在 : : : : : :x y z t p q r u= 时取

得最大值；

……

如果读者想验证自己对于代

数定理的证明能力，可以试着证

明下面的命题：

（1）如果两个数的乘积一

定，那么当两数相等的时候它们

的和最小。

比如，如果两个数的乘积为3 6，那么这两个数可能是4和9，或

什么情况下
和最小
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者3和12，或者2和18，或者1和36，等等。当这两个数都为6的时候，

它们的和为12 ，是最小的，其他的和都大于12：4+9=13，3+12=15，

2+18=20，1+36=37，等等。

（2）如果几个数的乘积一定，那么当这几个数相等时它们的和

最小。

比如，如果3个数的乘积是216，那么这3个数可能是3，12和6，或

者2，18和6，或者9，6和4，等等。当这三个数都为6的时候，它们的

和为18，是最小的，其他的和都大于18：3+12+6=21，2+18+6=26，

9+6+4=19，等等。

下面，通过一些实例来说明这些命题的应用。

【题目】如 图25 所示，

如果想把图中的圆木锯成一

根方木梁，如何锯才能使方

木梁的体积最大？

【解答】设锯成的方木梁

的矩形截面的两边长分别为

x和y，根据勾股定理，有下

面的关系

2 2 2x y d+ =

什么形状的
方木梁体积

最大

图25
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其中d为圆木的直径。显然，当方木梁的截面面积最大时，

它的体积最大。也就是说，当xy取最大值的时候，体积最大。

而xy最大时，x2y2也必定最大，根据上面的式子，（ 2 2x y+ ）为定

值，所以当x2=y2时，x2y2最大。换句话说，当x=y时，xy最大。

也就是说，方木梁的截面应该为正方形。

【题目】（1）一块面积

为定值的矩形地块，当它是什

么形状时，周围的篱笆最短？

（2）有一块矩形地块，

它周围的篱笆长度为定值，

当它是什么形状时面积最大？

【解答】（1）设矩形地块的两个边分别为x和y，则它的面

积为xy，周围的篱笆长度为（2x+2y）。

根 据 之 前 的 结 论 ， 由 于 x y 为 定 值 ， 所 以 当 x = y 时 ，

（x+y）最小，从而（2x+2y）最小。也就是说，地块的形状应

该为正方形。

（2）设矩形的两边分别为x和y，则周围篱笆的长度为

（2x+2y），面积为xy。

根据之前的结论，由于（2x+2y）为定值，所以当2x=2y时，

两块土地的
问题
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2x×2y取最大值，即当x=y的时候，xy取最大值。这时地块的形状

为正方形。

从这个题目中，可以得出下面的结论：在所有面积相等的矩

形中，正方形的周长是最短的；在所有周长相等的矩形中，正方

形的面积是最大的。

【题目】一个风筝为扇

形，它的周长是固定的，当

它是什么形状时面积最大？

【解答】这个题目实际

上是求：对于周长为定值的

扇形，弧长和半径分别取多大时，它的面积最大。

如 图26 所示，设扇形的半径为x，弧长为y，则它的周长l为

2l x y= +

所以，它的面积为

( 2 )
2 2
xy x l xS −

= =

题目即求：当x取何值的时

候，S取最大值。由于2 ( 2 )x l x l+ − =

为 定 值 ， 所 以 ， 2 ( 2 )x l x− 在

2 ( 2 )x l x= − 时取最大值。换句

什么形状
的风筝面
积最大

图26
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话说，当

4
lx =

2 2
4 2
l ly l x l= − = − × =

时， 2 ( 2 )x l x− 取最大值，也就是 ( 2 )x l x− 取最大值，从而S取最

大值。

综上所述，对于周长为定值的扇形，当半径为弧长的一半

时，它的面积最大。此时，还可以进一步求出扇形的角大概为

115°，约为2弧度。当然，这样的风筝是否可以飞起来，不是这

里需要讨论的问题。

【题目】一栋房子只剩

下了一堵墙，现在要在此基

础上建造新房子。已知这堵

墙的长度是12米，要求新房

子的面积达到112平方米。此

外，现在的经济条件如下：

（1）修理1米旧墙的费用是建新墙的25％；

（2）如果把旧墙拆掉，再用旧料建新墙，那么每米的费用

是用新料建新墙的50％。

请问，如何利用这堵旧墙最划算？

修建房子
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【 解答】设旧墙保

留了x米（即原来长12

米的边长，现在变为x

米），另外一边长为y

米。那么拆掉的长度

就是（12 x− ）米，

并 把 拆 下 来 的 旧 料

用到新墙的建造上，

如  图27 所示。

设用新料建每米新墙

的费用为a，那么修理x米旧墙的

费用就是 4
ax

，用旧料建（12 x− ）米新

墙的费用为
(12 )

2
a x−

；其他的费用为 [ (12 )]a y x− − ，即 ( 12)a y x+ − ；

第三面墙的建造费用为ax；第四面的费用为ay。全部费用就是

(12 ) (7 8 )( 12) 6
4 2 4
ax a x a x ya y x ax ay a− +

+ + + − + + = −

显然，当（7x+8y）取最小值时，上式的值最小。

由于房子的面积为112，也就是xy=112，所以有

7 8 56 112x y× = ×

这时，7x和8y的乘积为定值，所以当

7x=8y

时，（7x+8y）的值最小。

也就是说，当
7
8

y x=

时，费用最少。

图27
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把上式代入xy=112，可以得到
27 112

8
x =

所以

128 11.3x = ≈

也就是说，拆掉的旧墙的长度应该是12 12 11.3 0.7x− = − = 米。

【 题 目 】 盖 房 子 的 时

候，需要先用栅栏把工地圈

起来。现在，手头的材料只

能做l 米长的栅栏。此外，

有 一 段 旧 墙 可 以 用

来 作 为 栅 栏 的 一

个边，如  图28 所

示。那么，如何做

才能使圈起来的面

积最大？

【解答】设用

了这段旧墙的x米作

为栅栏的一条边，

栅栏的宽度为y米。

何时圈起的
面积最大

图28
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那么需要的新栅栏的长度就是（x+2y）米，所以

x+2y=l

围起来的面积为

( 2 )S xy y l y= = −

现在要求S的最大值。由于

2 ( 2 )y l y l+ − =

为定值，所以当 2 ( 2 )y l y= − 时， 2 ( 2 )y l y− 取最大值，从而S也取

最大值。容易得出，此时

4
ly =

2
2
lx l y= − =

也就是说，当
2
lx = ，

4
ly = 时，圈起来的面积最大。

【题目】如图29所示，

这是一块

矩 形 铁

片，现在

想把它做

成一个截面为等腰梯形的槽。

从图30和图31可以看出，这种槽的样子

很多。请问，应该如何做这个槽，才能使它

何时截面积
最大

图29
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的截面积最大？

【解答】设铁片的宽度为l，槽侧面的宽度为x（即截面等腰

梯形的腰长为x），底面的宽度y，并引入未知数z来表示如图32所

示的部分。

槽的截面为梯形，该面积为

2 2 2 2 2( ) ( ) ( )
2

z y z yS x z y z x z+ + +
= − = + −

现在的问题就是求出x，y和z的值，使面积S最大。另外，这

里的 2x y l+ = 为定值。

对上面的等式进行变换，得

2 2( ) ( )( )S y z x z x z= + + −

等式两边同乘以3，得

2 23 ( ) ( )(3 3 )S y z x z x z= + + − 。

从上式可以看出，右边的4个乘数之和为

( ) ( ) ( ) (3 3 ) 2 4 2y z y z x z x z y x l+ + + + + + − = + =

即为定值。根据之前的结论，当这4个乘数相等时，它们的乘积

最大。即

y z x z+ = +

3 3y z x z+ = −

容易得出

图31图30 图32
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3
lx y= =

2 6
x lz = =

由图32可以看出，在两个三角形中，直角边z为斜边x的一半，

所以直角边z对应的角为30°，从而梯形的腰跟底边的夹角为120°。

也就是说，当槽的截面正好是正六边形的3个相邻边时，这

个槽的截面积最大。

【题目】如 图33 所示，

要用圆形铁片做一个漏斗，

需要切掉一个扇形。那么，

切去的这个扇形内角应该为

多少度，才能使做成漏斗的 

容量最大？

【解答】设切掉的扇形圆

铁片弧长为x，半径为R。则

做成的圆锥形漏斗的母线也

是R，漏斗的底面周长为x。

从而漏斗的底面半径r为：

2
xr
p

=
π

根据勾股定理，圆锥的高为

何时漏斗的
容量最大

图33
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2
2 2 2

24
xH R r R
p

= − = −
π

所以，圆锥的体积为

2 2
2 2

2( )
3 3 2 4

r H x xV Rp p
p p

= = −π π
π π

2( )
3
p3 2R R r

r r R
   ÷ =   
   

3 2R R r
r r R

   ÷ =   
   

等式两边平方，并除以 2( )
3
p3 2R R r

r r R
   ÷ =   
   

π 2( )
3
p3 2R R r

r r R
   ÷ =   
   

，再乘以2得
2

4 2 2
2

9 ( ) [ ( ) ]
2 2

V x xR
p p p

= −

2
4 2 2

2

9 ( ) [ ( ) ]
2 2

V x xR
p p p

= −
2

422
2

9()[()]
22

Vxx R
ppp

=−2
4 2 2

2

9 ( ) [ ( ) ]
2 2

V x xR
p p p

= −

2
4 2 2

2

9 ( ) [ ( ) ]
2 2

V x xR
p p p

= −
π π

3 2R R r
r r R

   ÷ =   
   

3 2R R r
r r R

   ÷ =   
   

2( )
3
p2

4 2 2
2

9 ( ) [ ( ) ]
2 2

V x xR
p p p

= −
π

3 2R R r
r r R

   ÷ =   
   

3 2R R r
r r R

   ÷ =   
   

18
2 2

2
4 2 2

2

9 ( ) [ ( ) ]
2 2

V x xR
p p p

= −
2( )

3
p2

4 2 2
2

9 ( ) [ ( ) ]
2 2

V x xR
p p p

= −
π

3 2R R r
r r R

   ÷ =   
   

3 2R R r
r r R

   ÷ =   
   

2( )
3
p2

4 2 2
2

9 ( ) [ ( ) ]
2 2

V x xR
p p p

= −
π

3 2R R r
r r R

   ÷ =   
   

3 2R R r
r r R

   ÷ =   
   

2
4 2 2

2

9 ( ) [ ( ) ]
2 2

V x xR
p p p

= −
2

422
2

9()[()]
22

Vxx R
ppp

=−2
4 2 2

2

9 ( ) [ ( ) ]
2 2

V x xR
p p p

= −
2( )

3
p2

4 2 2
2

9 ( ) [ ( ) ]
2 2

V x xR
p p p

= −
π

3 2R R r
r r R

   ÷ =   
   

3 2R R r
r r R

   ÷ =   
   
2 2

上式右边的3个乘数满足下面的关系：2
4 2 2

2

9 ( ) [ ( ) ]
2 2

V x xR
p p p

= −2 2 2 2( ) [ ( ) ]
2 2
x xR R
p p

+ − =
ππ

2( )
3
p3 2R R r

r r R
   ÷ =   
   

3 2R R r
r r R

   ÷ =   
   

2
422

2

9()[()]
22

Vxx R
ppp

=−2
4 2 2

2

9 ( ) [ ( ) ]
2 2

V x xR
p p p

= −
2( )

3
p2

4 2 2
2

9 ( ) [ ( ) ]
2 2

V x xR
p p p

= −
π

3 2R R r
r r R

   ÷ =   
   

3 2R R r
r r R

   ÷ =   
   
2 2

2
4 2 2

2

9 ( ) [ ( ) ]
2 2

V x xR
p p p

= −22 2 2 2( ) [ ( ) ]
2 2
x xR R
p p

+ − =
ππ

2( )
3
p3 2R R r

r r R
   ÷ =   
   

3 2R R r
r r R

   ÷ =   
   

2 2 2 2( ) [ ( ) ]
2 2
x xR R
p p

+ − =

这是一个定值。根据前面的结论，当

2
4 2 2

2

9 ( ) [ ( ) ]
2 2

V x xR
p p p

= −
2( )

3
p2

4 2 2
2

9 ( ) [ ( ) ]
2 2

V x xR
p p p

= −
π

3 2R R r
r r R

   ÷ =   
   

3 2R R r
r r R

   ÷ =   
   
2 22 2 2 2( ) [ ( ) ]

2 2
x xR R
p p

+ − =
ππ

2( )
3
p3 2R R r

r r R
   ÷ =   
   

3 2R R r
r r R

   ÷ =   
   

2 2 2 2( ) [ ( ) ]
2 2
x xR R
p p

+ − =

时，上面的式子取得最大值。此时

2 23( ) 2
2
x R
p

=
π

3 2R R r
r r R

   ÷ =   
   

3 2R R r
r r R

   ÷ =   
   

2( )
3
p

容易得出

2 6 5.15
3

x R Rp= ≈π

如果换算成弧度，大约是295°，即切掉的扇形内角应该为

360 295 65° − ° = °
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【题目】如图34所示，

桌子上放着一枚硬币，旁边

点着一支蜡烛。当火焰离桌

面多高时，可以把硬币照得

最亮？

【解答】有的读者可能会觉得，要想把硬币照得最亮，只

要火焰足够低就行了，其实不然。如果火焰太低，光线就会斜着

照到硬币上。反过来，如果把蜡烛抬高，火焰又会远离硬币。所

以，要想把硬币照得最亮，需要把火焰放到适当的高度。

设火焰的高度为x，火焰的投影C到硬币B的距离为a，火焰的

光度为i。根据光学定律，硬币的光

度为

2 2 22 2 2

cos coscos
( )

i i i
AB a xa x

a a
a = =

++
α

α αi ii

其中，α为光线AB与桌

面垂线的夹角，也就是投射

角。所以

2 2
cos cos x xA

AB a x
a = = =

+
α

怎样才能
将硬币照
得最亮

图34

B NM C

x
a

A

α
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于是，前面的式子

32 2 2 2 2 2
2 2 2

cos

( )

i i x ix
a x a x a x a x

a
= =

+ + + +
� 32 2 2 2 2 2

2 2 2

cos

( )

i i x ix
a x a x a x a x

a
= =

+ + + +
�·

αi i i

的平方为

··
2 2 2 2 2 2

2 2
2 2 3 2 2 3 2 2 2 2 2

1 1
( ) ( ) ( )

i x a x a ai i
a x a x a x a x

 + −
= = − + + + + 

� �
2 2 2 2 2 2

2 2
2 2 3 2 2 3 2 2 2 2 2

1 1
( ) ( ) ( )

i x a x a ai i
a x a x a x a x

 + −
= = − + + + + 

� �
2 2 2 2 2 2

2 2
2 2 3 2 2 3 2 2 2 2 2

1 1
( ) ( ) ( )

i x a x a ai i
a x a x a x a x

 + −
= = − + + + + 

� �
i i i

在上式中，i为常数，可以不考虑，只考虑剩余部分

2

2 2 2 2 2

1 1
( )

a
a x a x

 
− + + 

将上式乘以 4a ，并不影响乘积取最大值时x的取值，所以
24 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 21 1
( )

a a a a
a x a x a x a x

     
− = −     + + + +     

而
2 2

2 2 2 21 1a a
a x a x

 
+ − = + + 

这是一个定值。根据前面的结论，当

2 2

2 2 2 2: 1 2 :1a a
a x a x

 
− = + + 

时，前面的乘积将取得最大值。即

2 2

2 2 2 22 1a a
a x a x

 
= − + + 

化简得

2 2 2 22 ( )a a x a = + − 
解这个方程得
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0.71
2

ax a= ≈

也就是说，当蜡烛的火焰离桌面的高度为火焰的投影到硬币

距离的0.71倍时，硬币会被照得最亮。这在舞台灯光的设置方面

具有借鉴意义。
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Chapter 8
级数
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【 题 目 】 级 数 是 一 个

古老的问题。在2000多年以

前，国际象棋的发明者提出

了报酬的问题，而这还不是

最古老的。在埃及著名的林

德氏草纸本中，有一个关于分面包的问题，要古老得多。这个草

纸本是由林德氏在18世纪末发现的，据考证，它出现在公元前

2000年左右。其中还提到了一些其他的数学著作，可能要追溯到

公元前3000年左右。在这个草纸本中，有很多关于算术或者代数

的题目。其中有一道是这样的：

有一百份面包要分给5个人。第二个人比第一个人多分的

量，等于第三个人比第二个人多分的量，也等于第四个人比第三

个人多分的量，还等于第五个人比第四个人多分的量。另外，前

面两个人分的量是后面三个人分的量的
1
7。那么，每个人分得的

面包是多少份？

【解答】很明显，每个人分得的面包数成递增的级数。假设

第一个人分得的面包为x份，第二个人比第一个人多分了y份，则

第一个人的面包数…………………………x；

第二个人的面包数…………………………x+y；

最古老的
级数
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第三个人的面包数…………………………x+2y；

第四个人的面包数…………………………x+3y；

第五个人的面包数…………………………x+4y。

根据题意，可以得到下面的方程组

[ ]
( ) ( 2 ) ( 3 ) ( 4 ) 100

7 ( ) ( 2 ) ( 3 ) ( 4 )
x x y x y x y x y

x x y x y x y x y
+ + + + + + + + =

 + + = + + + + +7［x＋（x＋y）］

第一个方程化简可得

2 20x y+ =

第二个方程化简可得

11 2x y=

容易解得
2 11 , 9
3 6

x y= =

也就是说，这100份面包应该分成下面的5份

2 5 1 11 , 10 , 20, 29 , 38
3 6 6 3

级数问题的历史可以追溯到

5 0 0 0年前，但是在学校教育中

出现却是很久以后的事。200多

年前，马格尼茨基出版了一本教

材，其中提到了级数。不过，教

用方格纸
推导公式
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材中并没有出现计算

级数的公式。关于级

数的求和，可以通过

方格纸进行推算。在

方格纸上，可以把级

数表示为台阶式的图

形。如 图35 所示，

这个图形表示的级数为

2，5，8，11，14
把原来的阶梯式图形扩展为矩形ABGE，这样我们就得到两个全等的

图形，即ABDC和GECD，它们的面积都表示该级数的各项之和。也就是

说，级数的各项之和等于平行四边形ABGE面积的一半。而平行四边形

ABGE的面积

( )ABGES AC CE AB= + × ＝80

需要注意的是，（AC CE+ ）表示级数的首项和末项之和，AB表示级

数的项数。所以

2S＝首项和末项之和×项数

从而

S＝ ＝40
（首项＋末项）×项数

2

图35
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【题目】有一片菜园，

共有 3 0 畦，每畦的长为 1 6

米，宽为2 .5米。如  图36 所

示，在距离菜园边界14米的

地方有一口井，园丁要从这

口井中提水浇菜。

已知他每次提的

水只能浇一畦，

浇水的时候要沿着

畦边绕一圈。

那 么 ， 浇 完

全部菜园，园丁要

走多少路？假设园

丁的起点和终点都

在井边。

【解答】园丁在浇第一畦菜时所走的路程为

14+16+2.5+16+2.5+14=65（米）

浇第二畦菜时所走的路程为

14+2.5+16+2.5+16+2.5+2.5+14=65+5=70（米）

园丁所走的
路程

图36
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容易得出，他浇下一畦菜走的路程都比上一畦长5米。

也就是说，他浇每一畦所走的路程为下面的级数：

    65，70，…，65+5×29

这个级数的和为

(65 65 5 29) 30 4125
2

+ + × ×
= （米）

即园丁一共要走4125米的路才能浇完这块菜园。

【题目】一共有31只母

鸡，按照每只鸡每周吃一斗

的量准备了一批饲料。如果

每周都减少一只母鸡，那么

最初准备的饲料可以维持的

时间正好是原计划的两倍。

请问，最初准备的饲料是多少？这些饲料原计划维持多长

时间？

【解答】设最初准备的饲料为x斗，原计划维持y周的时间。

显然有下面的关系

31x y=

如果每周都减少一只母鸡，则第一周消耗饲料31斗，第二

周消耗饲料30斗，第三周消耗饲料29斗，……，第2y周消耗饲料

喂　鸡
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（31 2 1y− + ）斗 。

显然，这是一个项数为2y

的级数，它的首项为31，末项

为（31 2 1y− + ），它们的和即为

原来饲料的储存总量x。所以

x=31y=
(31 31 2 1) 2 (63 2 )

2
y y y y+ − + ×

= −

即

(63 2 ) 31y y y− =

很明显，y不等于0，所以可以约去，得出

y=16

于是

x=496

即最初准备的饲料为496斗，原计划维持16周的时间。

【题目】如图37所示，

学 校 组 织 部 分 学 生 挖 一 条

沟 。 如 果 这 些 学 生 全 部 出

动，只需要24小时就可以挖

完。但是，一开始只有一个

挖沟问题

各周消耗饲料的数量有如下规律：

第一周……31斗，

第二周……（30－1）斗，

第三周……（30－2）斗，

……

第y周……（30－2y＋1）斗。
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人挖，过了一段

时间后才来了第

二个人，又过了

同样长的时间来

了第三个人，又

过了同样长的时

间 来 了 第 四 个

人 …… 直 到 最 后

所有人都加入。经

过计算发现，第一个人的工作时间正好是最后一个人的11倍。

请问，最后那个人的工作时间是多少？

【解答】设最后一个人工作了x个小时，一共有y个人挖这条

沟。那么，第一个人的工作时间就是11x个小时。而且，每个人

的工作时间为递减级数，级数共有y项。所以，可以得到

(11 ) 6
2

x x y xy+ ×
=

另外，由于y个人一起挖沟24小时就可以挖完，所以总的工

作量为24y。从而

    6xy=24y

显然，y不等于0，可以约去，于是有

6x=24

x=4

也就是说，最后一个人挖了4小时。

需要说明的是，如果题目让求一共有多少个人挖沟（y的值），

根据已知条件是无法得出的，因为题目并没有给出足够的条件。

图37
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【题目】在一个水果店

中，第一个顾客买走了所有

苹果的一半加半个，第二个

顾客又买走了剩下的一半加

半个，第三个也买走了剩下

的一半加半个，……，第七个顾客买走剩下的一半加半个后，苹

果正好卖完了。请问水果店中原来有多少个苹果？

【解答】设原来有x个苹果，那么第一个顾客买走的苹果数是

1 1
2 2 2
x x +
+ = （个）

第二个顾客买走了

2

1 1 1 1( )
2 2 2 2

x xx + +
− + =

3 2R R r
r r R

   ÷ =   
   

3 2R R r
r r R

   ÷ =   
    （个）

第三个顾客买走了

2 3

1 1 1 1 1( )
2 2 2 2 2

x x xx + + +
− − + =

3 2R R r
r r R

   ÷ =   
   

3 2R R r
r r R

   ÷ =   
    （个）

……

第七个顾客买走了

7

1
2

x +
个

所以，可以得到如下方程：

原来有多少
个苹果
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2 3 7

1 1 1 1
2 2 2 2

x x x x x+ + + +
+ + + + =2 3 7

1 1 1 1
2 2 2 2

x x x x x+ + + +
+ + + + =

即

2 3 7

1 1 1 1( 1)
2 2 2 2

x x + + + + + = 
 

2 3 7

1 1 1 1( 1)
2 2 2 2

x x + + + + + = 
 



括号中为一个几何级数的和，它等于 7

11
2

−
2 3 7

1 1 1 1( 1)
2 2 2 2

x x + + + + + = 
 

2 3 7

1 1 1 1( 1)
2 2 2 2

x x + + + + + = 
 

 。所以

7

11
1 2

x
x

= −
+

解方程得

72 1 127x = − =

即水果店中原来有127个苹果。

【题目】如图38，有人

养了一匹马，卖了156卢布。

但是，买马的人后来反悔，

把马退还给了卖主，并说：

“你这匹马根本不值这

些钱，我不买了。”

卖主听了后，说道：

“在每只马蹄铁上有

6个钉子，只要你把

所有的钉子都买了，

我就把这匹马白送给

需要花多少
钱买马

图38
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你。钉子的价钱是这样的：第一个钉子是
1
4
戈比，第二个钉子是

1
2
戈比，第三个钉子是1戈比，……，依此类推。”

买主听后被钉子的价钱打动，接受了卖主的条件，心想这些

钉子至多也不超过10卢布。

请问，买主到底需要花多少钱买钉子呢？

【解答】显然，一共有24个钉子。买主一共需要花

24 31 1 1 2 4 2
4 2

−+ + + + + + 24 31 1 1 2 4 2
4 2

−+ + + + + +

戈比。

这是一个几何级数的和，它等于

21

22

12 2 1 34 2 4194303
2 1 4 4

× −
= − =

−

也就是大约42000卢布。在这个价格下，买主当然愿意白送这匹

马了。

在一本非常古老的俄国数学

教材中，有一道这样的题目：

【题目】古时候，有个

国家规定，战士如果负了一

次伤，就给1戈比的抚恤金；

发放抚恤金
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如果负了两次伤，就给2戈比的抚恤金；如果负了3次伤，就给4

戈比的抚恤金，……，依此类推。有一个战士最后领了655.35卢

布。请问，他一共负了多少次伤？

【解答】设这个战士一共负了x次伤，则有下面的方程

165535 1 2 4 2x−= + + + + 165535 1 2 4 2x−= + + + +

即
12 2 165535 2 1
2 1

x
x

− × −
= = −

−
于是

65536 2x=

16x =

即按照上面的抚恤制度，战士一共负伤16次，才能得到

655.35卢布。他能活下来，真是万幸。
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Chapter 9
第七种

数学运算
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在C h a p t e r 1中我们提到，

代数的第五种运算有两种逆运

算：一种是开方，另一种是取

对数。比如：

ba c=

如果求a就是开方，而求b就是取对数。如果你学习过中学数学课本中的内

容，那么对于下面的表达式

log abalog aba log aba

你应该可以理解它的意思，并求出它的值。

容易理解，如果把上面的底数a进行乘方，而且这个乘方的次数是以a

为底b的对数，那么，结果正好等于b。

你知道为什么发明对数吗？毫无疑问，就是为了使运算更加方便。对

数是由耐普尔发明的，他曾这样说过：

“我要尽最大的努力，降低运算难度，减少运算量，很多人就是因为

数学运算太复杂而对数学产生了恐惧。”

实际上，对数确实可以简化运算。甚至在有的情况下，离开了对数，

运算根本无法进行，比如对任意指数进行开方。

数学家拉普拉斯也说过：“对数的出现，使原来几个月才能完成的

运算，只需要几天就能完成。毫不夸张地说，对数的引入，让天文学家

的寿命成倍延长。”因为天文学家经常需要进行非常复杂的运算。事实

第七种运算
——取对数
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上，对于所有的领域，只要跟数学打交道，对数都可以简化运算，这是

不争的事实。

如今我们已经可以熟练地运用对数，并把它对运算的简化看作很平

常的事情。很难想象，在它刚被发明的时候，人们该有多么惊叹它的巨大

威力。

与耐普尔同时代的布利格，发明了常用对数。他在读了耐普尔的著作

后，说：“耐普尔发明的对数太新颖、太奇妙了，我想尽快见到耐普尔本

人，我从来没有读过让我如此喜欢、如此惊叹的书。”后来，他真的在苏

格兰见到了耐普尔。据说他见到耐普尔后，是这么说的：

“我不远万里到这里来的唯一目的，就是想拜见您。我很想知道，您

到底拥有怎样的聪明才智，才发明了这个妙不可言的工具——对数？而

且，我非常不明白的是，为什么以前的人没有想到，但是当你发明了以

后，它看起来又是如此简单！”

在对数出现之前，人们为了

加快计算速度发明了一种表，可

以把乘法运算转换成减法运算。

具体地说，这种表是依据下面的

恒等式得出的：

2 2( ) ( )
4 4

a b a bab + −
= −

对数的劲敌
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容易证明，这个恒等式是正确的。

通过上面的方式，就把乘法运算转换成了减法运算。可以把各个数平

方的 4
1
制成表格，两个数的乘积就等于这两个数和的平方的 4

1
，减去它们

差的平方的
4
1
。这种表可以简化平方和平方根的运算，另外，如果结合倒

数表，也可以使除法运算大大简化。跟对数表比，该表的优点是可以得出

准确的结果，而不是近似值。它的缺点也很明显，在很多实际应用的场

合，它又不如对数表方便。因为这种方法只能用于两个乘数的相乘，但是

对数表却可以一次求出很多个数的乘积。另外，利用对数还可以求任意次

数的乘方，或者任意指数的方根。比如说，在计算复利息的时候，使用 4
1

平方表就行不通。

不过，即便已经发明了对数，上面的这种
4
1
平方表仍然有人出版。

1856年，法国出版的一张平方表上这么描述：“利用这张1～10亿的数字

平方表，可以非常方便地求出两个数的乘积的准确值，它比对数表方便多

了。（亚历山大·科萨尔）”即便到现在，仍然有人在做这项工作，他们

可能不知道，在很早的时候就有这种表出现了。不止一次地，有人拿着自

己“发明”的这种表找到我，以为是最新的发明，殊不知，这种表早在

300多年前就出现了。

除了以上的
4
1
平方表以外，对数还有其他的“强劲对手”。在一些参考

书中有一些计算用表，它们大都是一些综合性的表，包含的内容很多。

比如，2～1000各数的平方、平方根、立方、立方根，甚至倒数、圆周长

度、圆面积等。它们都能使技术方面的计算变得更加便捷，但是这种表也

是有局限的，有时候并不实用，而对数表的应用却非常广泛。
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以前的学校用的大都是5位的

对数表，现在都换成4位的了。这

是因为，对于一般的技术计算，

4位对数表就足够用了。对于大部

分的技术计算，3位的对数表已基

本够用了。

1624年，英国伦敦的数学家亨利·布利格编写了第一个常用对数表，

这个表是14位的。几年后，荷兰数学家安特里安·符拉克又编写了10位的

对数表。到了1794年，又有人编写了7位的对数表。

由此可见，对数表的演化趋势是尾数越来越短，因为计算的准确程度

总是低于量度的准确程度。

此外，尾数的缩短产生了两种重要的影响：一是大大减少了表的篇

幅；二是使用起来更加方便，可以加快运算的速度。一个7位的对数表需

要200页的篇幅，而5位的对数表只需要30页，4位的只需要2~3页就可以

了，3位的只需要1页就够了。

对于同一种计算，用5位对数表比用7位对数表节省一半的时间。

进化的对
数表
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在实际生活中，使用3位和4

位对数表已足够，但对于理论研

究人员来说，这远远不够，他们

甚至会用到14位以上的对数表。

大多数对数都是无理数，不管用

多少位数字都不能将它准确表示出来。也就是说，对大多数对数来说，不

管取多少位都是近似值。当然，尾数越多，越接近真实值。对于科学研究

来说，有时即便是14位对数也达不到要求的 精密度 。从对数表面世以来，

已经至少有500种对数表，在这些表中，

总有一种可以满足这些科学研究人员的需

求。比如，法国的卡莱于1795年编写了

2～1200中所有数的20位对数表。如果一组数的范围较窄，则它的对数表

的位数更多。这可以称得上是对数中的奇观了。

下面就来看几个对数中的“巨人”：沃尔佛兰姆编写的10000以下各数

的48位对数表、沙尔普编写的61位对数表、帕尔克赫尔斯特编写的102位对

数表。这些对数都是自然对数，而不是常用对数，即都是以e＝2.718…为底

的对数。还有一个更为壮观的对数表，即亚当斯编写的260位对数表。

事实上，亚当斯的对数表并不是真正的表，而是利用2，3，5，7，10

这5个数的自然对数与一个260位的换算因数，再利用加法或乘法运算换算

成许多合数的常用对数。这也很容易理解，比如，12的对数就是2，2，3

对数
“巨人”

布利格的14位对数表仅包括

1～20000与90000～101000中各数的

对数。
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这3个数的对数之和。

讨论对数的奇观时，不得不提到一种非常灵巧的计算工具，即计算

尺，它使用起来非常方便。在技术工作中，它的使用很普遍，就像人们使

用算盘一样。这种工具也是根据对数的原理设计出来的，但是对于使用的

人来说，可以完全不知道对数是何物，这正是它的巧妙之处。

在大庭广众之下，速算家可

以表演出令人惊讶的速算游戏。

比如，你听说有一位速算家可以

计算出很多位数的高次方根，于

是你事先在家中花了很长时间计

算出一个数的31次乘方，得到了一个35位的数，然后你找到这位速算家，

跟他说：

“你能把下面这个35位数的31次方根速算出来吗？我来读，你来写。”

还没等你读出这个数的第一个数字，速算专家已经拿起粉笔写出了结

果：13。

明明还没有读，但他竟然已经知道了这个数的方根，而且还是31次方

根，这太不可思议了！

其实，这并没有什么奇怪的。秘密就在于，只有13的31次方是35位

数。比13小的数，它的31次方不到35位；比13大的数，它的31次方是一个

多于35位的数。

舞台上的速
算家
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那么速算专家是如何知道的呢?他是怎么计算出13来的呢？其实，他

正是利用了对数，他事先记住了前15至30个数的2位对数。初看起来，这好

像并不容易，但是如果根据下面的法则，就简单多了：一个合数的对数就等

于它素因数的对数之和。所以，只要记住

了2，3，7的对数，就可以得到前10个数的

对数 ；后面的10个数，只需再记住4个数

（即11，13，17，19）的对数就可以了。

所以，在这位速算家的心里，已经事

先摆好了左边的2位对数表。

速算家表演的这个令你惊讶的戏法，

就是利用了下面的式子：

31 34.log 35 =
31


位数字31 34.log 35 =
31


位数字31 34.log 35 =
31


位数字位数字31 34.log 35 =
31


位数字

所以，这个对数的上、下限分别是

34
31 和

34.99
31 ，也就是说，它大于1.09，小

于1.13。在这个范围中，只存在一个整数

的对数1.11，这个整数为13。不过，能以非常快的速度计算出来，心思必须非

常灵活，并且能够熟练运用对数。但是，从根本上说，这确实是非常简单的。

即便做不到心算，在纸上总可以计算出来，读者可以试一下下面的例子。

例如，朋友给你出了一个题目，让你计算一个20位数的64次方根。

不需要知道这个20位数是什么，你可以直接告诉他结果是2 。

实际上，因为 64 19.log 20 =
64


位数字位数字64 19.log 20 =
64


位数字31 34.log 35 =
31


位数字31 34.log 35 =
31


位数字 ，所以这个数的对数应该大于

19
64

，小于
19.99

64
，也就是介于0.29与0.32之间。在这个范围中，只存在一

真数 对数 真数 对数

2 0.30 11 1.04

3 0.48 12 1.08

4 0.60 13 1.11

5 0.70 14 1.15

6 0.78 15 1.18

7 0.85 16 1.20

8 0.90 17 1.23

9 0.95 18 1.26

— — 19 1.28

lg5＝lg10
2 ＝1－lg2。
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个整数的对数是0.30，这个整数就是2。

当你的朋友正感到惊讶时，你还可以告诉他，他想要告诉你的那个20

位数就是著名的“国际象棋数”：

264＝18446744073709551616。
这一定会让他大吃一惊。

【题目】我们把仅够维持牲

畜基本机能运转所需的最低分

量饲料称为“维持”饲料量 ，

它主要用来供给动物的体温消

耗、内脏运动以及细胞的新陈代谢。它

跟牲畜的表面积成正比。假设一头630

千克的公牛所需的“维持”饲料量所含

热量为13500卡热量，那么在同等条件下，一头420千克的公牛所

需的最低热量是多少？

【解答】该问题除了用到代数之外，还将用到几何知识。设所

求最低热量为x，由于所求的热量数x跟牲畜的表面积s成正比，所以

113500
x s

s
=

其中， 1s 为630千克的公牛的体表面积。由几何知识可知，

饲养场里的
对数

“维持”饲料量与生

产消耗饲料量不同，后者

指牲畜成为产品时所需的

饲料量。
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相似物体的表面积与对应长度的平方成正比，体积（或质量）与

对应长度的立方成正比，即
2

2
1 1

s l
s l
=

3

3
1

420
630

l
l

=

于是
3

3
1

420
630

l
l
=

所以
3 2 2 2

3 3
2 23 2

420 420 2
13500 630 3630

x
= = =

从而

3
413500
9

x =

查对数表，可得

x≈10300

即这头420千克的公牛所需的最低热量为10300卡。

有些音乐家也很喜欢数学，

虽然他们中的大多数都对数学敬

而远之。事实上他们跟数学接触

的机会非常多，比他们自己想象

得要多得多，而且他们所接触的

音乐中的
对数
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还不是简单数字，而是比较复杂的对数。

有一位物理学家说过下面一段话：

我有一个喜欢弹钢琴的中学同学，他很讨厌数学。他认为音乐和数学

是根本不相通的。他甚至说：“虽然毕达哥拉斯发现了音乐的频率之比，

但是毕达哥拉斯的音阶对我们的音乐并不适用。”

可以想见，当我跟他说他每次弹钢琴的时候，实际上弹的都是对数

时，这位同学很不愿意承认自己的失败，等音程半音音阶中的每个“音

程”，不是根据音的频率，也不是根据波长等距离排列的，而是根据这些

数以2为底的对数进行排列的。

假设最低八音度（我们称它为零八音度）的do音每秒振动n次，那么

第一八音度的do音每秒会振动2n次，第二八音度每秒振动4n。依此类推，

第m八音度的do音每秒振动的次数是n·2m。用p表示钢琴半音音阶中的某

一个音调，用0表示每个八音度do。那么sol就是第7个音，la为第9个音，

等等。由于在等音程半音音阶中，后面每个音的频率是前面一个音的 12 2
倍，所以对于任意一个音的频率，可以表示为下面的公式：

( )122 2
pm

pmN n= � ( )122 2
pm

pmN n= �·2m（    ）

它表示第m个八音度里第p个音的音频。

对上面的式子两边取对数，得

log 2log log log 2
12pmN n m p= + +

即

log log log 2
12pm
pN n m = + + 

 

假设最低的do音频率为1，即n=1，并把上面所有的对数都看成是以2

为底的，即把log2看成1。则上式变为
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log
12pm
pN m= +log2Npm

由此可以看出，钢琴键盘上的号码正好等于

对应音调频率的 对数 。其中m是对数的首数，它

表示音调位于第几个八音度； p 是对数的尾数，它表示音调在该八音度中

所占的位置。

以第三个八音度中的sol音为例，它的频率

为（
73 ( 3.583)

12
+ ≈）（

73 ( 3.583)
12

+ ≈ ），该表达式中的3是这个频率以2为底的对数的首

数，而
7 ( 3.583)

12
≈ 是这个频率以2为底的对数的尾数。所以，sol音的频率

是最低八音度中do音频率的 3.5832 11.98≈ 倍。

初看起来，本节标题中的几

个东西毫不相干，读者可能觉得

很奇怪。事实上，我是想告诉读

者，恒星和噪声都跟对数有着密

切的关系。之所以把恒星和噪声

放在一起，是因为恒星的亮度和噪声的响度一样，都是用对数来进行度

量的。

根据视觉辨别出的亮度，天文学家把恒星分成一等星、二等星、三等

星等。对我们的肉眼来说，连续排列的恒星就像是代数中的每一项级数。

但是，它们的物理亮度（客观亮度）却是按照另一种规律变化的，确切地

对数、噪声
和恒星

这个对数需要用12乘过。

这个数需被12除过。
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说，它们的物理亮度是公比为
1

2.5 的几何级数。容易理解，恒星的等级就

是它物理亮度的对数，确切地说，是负对数。比如说，一等星比三等星

亮 3 12.5 −(3－1)倍，也就是6.25倍。换句话说，天文学家在表示恒星的视觉亮度

时，用的就是以2.5为底的对数表。本节中，对此我们不做详细讨论。有兴

趣的读者朋友，可以参考本系列丛书中的《趣味天文学》一书。

噪声的响度也是用这种方法来量度的。对工厂里的工人来说，噪声影

响着他们的健康和工作效率，这迫使人们想办法测量出它的响度到底有多

大。我们一般用“贝尔”作为响度的单位，其实用得最多的是它的
10
1
，即“分

贝”（1贝尔＝10分贝）。比如1贝尔、2贝尔等，我们常说成10分贝、20

分贝等。对于人的耳朵来说，这些连续的响度就像一个算术级数。但是，

噪声的“强度”或者说能量却是一个公比为10的几何级数。比如说，两个

噪声的响度只差1贝尔，但是它们的强度却差了10倍。也就是说，噪声的

响度正好等于强度或者能量的常用对数。

下面来看几个例子，读者就更清楚了。

树叶沙沙声的响度为1贝尔，我们大声讲话的响度是6.5贝尔，狮子吼

叫的响度是8.7贝尔。根据这些数据，可以得出：

大声讲话的强度是树叶沙沙声的 6.5 1 5.510 10 316000− = =6.5 1 5.510 10 316000− = =（           ） 倍；

狮子吼叫的强度是大声讲话的 6.5 1 5.510 10 316000− = =（               ）8.7 6.5 2.210 10 158− = = 倍。

如果噪声的响度大于8贝尔，对人类机体就会有害。在很多工厂中，

噪声的响度远远超出了这个指标，那里的响声可能比10贝尔还要大。比

如，锤子打在钢板上产生的噪声响度是11贝尔。这些噪声的强度通常比可

忍受的强度大100倍甚至1000倍，尼亚加拉大瀑布最喧闹的地方，噪声的

响度才只有9贝尔。

不管是衡量恒星的视觉亮度，还是确定噪声的响度，在感觉和刺激的
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数量之间存在着对数关系，这并非偶然。其实，它们都是由所谓的“费赫纳

尔心理物理学定律”决定的，即感觉的数量与刺激数量的对数成正比。

所以可以说，在心理学领域中也存在着对数。

【题目】与金属材料灯

丝的真空灯泡相比，充气的

电灯泡发出的光更亮。这是

因为两种灯泡灯丝的温度不

一样。根据物理学定律，白

炽物体所发出的光线总量与绝对温度（从－273℃开始算起的温

度）的12次方成正比。来看一道题目：如果一个充气灯泡灯丝的

绝对温度为2500K，而一个真空灯泡灯丝的绝对温度是2200K，

前者跟后者比，发出来的光要强多少倍？

【解答】设这个倍数是x，则有方程

1212

12

2500 25
2200 22

x  = =  
 

两边取对数，得

log 12(log 25 log 22) 4.6x = − =log 12(log 25 log 22) 4.6x = − =log 12(log 25 log 22) 4.6x = − =log 12(log 25 log 22) 4.6x = − =log 12(log 25 log 22) 4.6x = − =log 12(log 25 log 22) 4.6x = − =log 12(log 25 log 22) 4.6x = − =log 12(log 25 log 22) 4.6x = − =log 12(log 25 log 22) 4.6x = − =

即充气灯泡所发出的光线强度是真空灯泡的4.6倍。换句话

说，在同样的条件下，如果真空灯泡发出的光线相当于50支蜡烛

灯丝的温度
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的光，则充气灯泡发出的光线相当于230支蜡烛的光。

【题目】在上面的题目中，如果要求电灯的亮度加倍，那么

绝对温度应该提高多少（百分比）？

【解答】设提高x，则有

（1＋x）12＝2

两边取对数，得

12lg（1＋x）＝lg2

易得

0.06 6%x = =

【题目】如果灯丝的绝对温度提高了1％，那么灯泡的亮度

增加多少（百分比）？

【解答】设亮度增加了x，则

121.01x =

两边取对数，易得

1.13x =

即灯泡的亮度增加了13％。

在这个题目中，如果绝对温度提高2％，灯泡的亮度将增加

27％；如果绝对温度提高3％，亮度将增加43％。

由此可以看出为什么人们要想尽办法提高灯丝的温度了，

因为灯丝的温度哪怕仅仅提高1℃～2℃，灯泡的亮度就可以增

加很多。
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很多读者朋友都知道那个象

棋发明者被奖赏的麦粒数目，这

个数目就是在1的基础上，不断累

乘2得出来的。在棋盘上的第一个

格里放1粒麦子，在第二个格里放

2粒，后面每个格放的麦粒数都是前面那个格的2倍，一直到最后的第64

个格。

其实即便不是每个格都加倍，只是加了一个小得多的倍数，最后得出

的数字也会非常大。比如，一笔钱每年的利息是5%，即下一年的钱数将是

今年的1.05倍，这看起来好像并不多，可是如果过了足够长的时间，这笔

钱将变成非常大的数目。美国著名的政治家富兰克林曾经立过一份遗嘱，

基本内容是这样的：

把我财产中的1000英镑赠送给波士顿的居民。要是他们接受了这

些钱，我希望他们把这笔钱以每年5%的利息借给那些手工业者，让这

笔钱不停地生息。这样的话，100年后，这笔钱将变成131000英镑。

那时，可以拿出100000英镑兴建一所公共设施，然后让剩下的钱继续

按5%的利率生息。再过100年，这笔钱将变成4061000英镑，那时，把其

中的1061000英镑给波士顿的居民，让他们自由支配，剩下的3000000英

镑给马萨诸塞州的公众，让他们来管理。以后如何处理这些钱，我就不

管了。

可见，富兰克林只不过留下了1000英镑，却列出了支配几百万英磅的

遗嘱中的
对数
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计划。不需要怀疑，这里没有任何问题，通过数学计算就可以证实这一

点。一开始的1000英镑，如果年利率是5%，100年后将变成

1001000 1.05x = ×

两边取对数，得

log log1000 100log1.05 5.11893x = + ≈

解得

131000x =

 第二个100年后，31000英镑将变成

10031000 1.05y = ×

同样的方法，可以得出

4076500y =

这个结果跟遗嘱上的稍有出入，不过相差不大。

对于下面的问题，希望读者自己进行解答。该题目出自《戈洛夫廖夫

老爷们》，是萨尔蒂科夫·谢德林的著作。题目是这样的：

“波尔菲里·符拉基米洛维奇独自坐在办公室里，在纸上不停地计算

着什么。他在计算一个问题：在自己出生的时候，爷爷给了100卢布，要

是这些钱没有花掉，而是以自己的名义存在当铺里，现在会是多少钱呢？

算出的结果不是很多，一共800卢布。”

假设当时波尔菲里已经50岁了，并且他的计算方法是正确的，那么，

当时那个当铺的利率是多少呢？
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一笔钱存到银行里，每年都

会把利息并到本金中。这样归并

的次数越多，这笔钱增长的速度

就越快，因为可以产生利息的钱

数变多了。来看一个简单的例

子。假设存进去100卢布，银行的年利率是100%，一年结束后再把利

息并到本金中，那么一年后，这笔钱将变成200卢布。要是每半年就把

利息并到本金中，那么一年后，这笔钱将变成多少呢？首先半年后的总

钱数为

100×1.5=150（卢布）

又过了半年后，总钱数为

150×1.5=225（卢布）

如果归并利息间隔的时间再少一些，比如说
1
3
年，那么一年后，这笔

钱将变成
31100 1 237.03

3
 × + ≈ 
 

（卢布）

如果再缩短一些，比如0.1年、0.01年、0.001年，那么一年后，这100

卢布将分别变成：

100×（1＋0.1）10 ≈ 259.37（卢布）

100×（1＋0.01）100 ≈ 270.48（卢布）

连续增长的
资金
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100×（1＋0.001）1000 ≈ 271.69（卢布）

通过高等数学的方法可以证明，会得到一个极限值，也就是说，即便

利息并到本金中的时间无限缩短，这100元最后也不会无限增加，而是

会达到一个极限，大概是271.83元。即如果年利率是100%，那么不管把

利息并到本金的时间缩到多么短，最后得到的钱数也不可能多于本金的

2.7183倍。

在上一节中，我们得出了一

个数字2.7183…，这是一个无理

数。在高等数学中，这个数字的

作用非常大，通常把它记为e，

并用下面的级数来计算它的近

似值：

1＋1
1
＋1×2

1
＋1×2×3

1
＋ 1×2×3×4

1
＋ 1×2×3×4×5

1
＋…

在上节关于存款按复利方式增长的例子中，我们知道e就是式子

11
n

n
 + 
 

在n趋于无穷大时的极限值。

鉴于很多无法赘述的原因，我们把e作为自然对数的底，这是非常方

便的。很早以前就有了自然对数表，并在科学技术中发挥了重要作用。

神奇的无理
数“e”
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前面的章节中，我们提到了48位、61位、102位，甚至260位的对数“巨

人”，它们都是以e作为底的对数。

此外，数e还经常在我们意想不到的地方出现，比如下面的题目：

把数a分成若干份，若使每一份的乘积最大，应该如何分呢？

我们之前已经了解到，如果一组数的和为定值，要想使它们的乘积

最大，这组数中的每个数必须相等。很明显，这里的a分成的每一份都相

等，那么该分成多少份呢？利用高等数学的知识可以证明：当所分的每份

与e最接近的时候，所得的乘积最大。

比如，假设a等于10，该如何分呢？前提是每一份都相等。我们可以

先求出e除a的商是多少，它等于

10 3.678
2.718

= 


10 3.678
2.718

= 


10 3.678
2.718

= 


由于不可能把一个数分成3.678…份，所以只能取最接近这个数的整

数，也就是4。所以，分成的每一份就是
10
4

，也就是2.5时，各项乘积最

大，这4份的乘积是

42.5 39.0625=

可以验证该结论是否正确，如果把10等分成3份或者5份，得到的乘积

将分别是
310 37

3
  = 
 

510 32
5

  = 
 

它们都比前面的结果小。

如果a等于20呢？这时，就必须分成相等的7份，因为

20 7.36
2.718

≈


20 7.36
2.718

≈




227

如果a是50，应该分成18份；如果a是100，则应该分成37份。因为

50 18.4
2.718

≈


50 18.4
2.718

≈


100 36.8
2.718

≈


100 36.8
2.718

≈


除了在数学领域，在物理学、天文学以及其他的领域中，数e都发挥

着非常重要的作用。比如在下面的这些问题中，经常会用到数e：

气压随高度不同而变化的公式，

欧拉公式 ，

物体的冷却规律，

放射性元素的衰变，

地球的年龄，

摆锤在空气中的摆动，

计算火箭速度的奥尔科夫斯基公式，

线圈中的电磁振荡，

细胞的增殖。

【题目】在Chapter 8中，

我们见识了一些数学中出现

的喜剧。在对数中，也存在

这样的例子。前面我们证明

过不等式“2>3”，下面就来

用对数“证
明”2＞3

参见《星际旅行》一书。
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用对数“证明”一下这个不等式。显然，下面的不等式
1 1
4 8
>

是正确的，把它变换为如下形式
2 31 1

2 2
   >   
   

这里没有任何问题。由于大数的对数也相应地大，所以有

10
1log
2

 
 
 

10
1log
2

 
 
 

2lg 3lg＞

把两边的 10
1log
2

 
 
 

lg 约掉，就得到

2>3

于是得出了这个错误的不等式。到底哪儿错了呢？

【解答】其实，前面的变换没有错，取对数也没有错，错就

错在约掉 10
1log
2

 
 
 

lg 的这一步。因为 10
1log
2

 
 
 

lg 是一个小于0的数，所以在

约掉它的时候应该改变不等式的符号，但是在上面的计算中却没

有这么做。

【题目】最后，用一个非常巧

妙的代数题来结束本书的内容：

对于一个任意正整数，请用3

个2和任意的数学符号表示出来。

用三个2表
示任意数
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【解答】首先，来看一下这个题目的特例。

假设这个数是3，那么

2 23 log log 2= −

其实，这个等式很容易证明：

33

1
1 2

11 2
22 22 2 2 2
−

 
  = = =     

32 3
2 2log 2 log 2 2

− −= =

3
2log 2 3−− =

如果这个数是5，同样的方法，我们可以得到下面的式子：

2 25 log log 2= −

由此可见，如果这个数是N，则有：

2 2log log 2
N

N = − 


层根号N层根号

2 2log log 2
N

N = − 


层根号

容易看出，上式中根号的层数正好等于这个数的值。
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